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PRÉFACE. 



Ce travail a pour objet l'exposition de quelques applications 
des fractions continues algébriques. 

Le premier chapitre contient les démonstrations des proprié- 
tés fondamentales des réduites dans le développement d'une in- . 
tégrale de la forme 

6 







en fraction continue, les formules qui établissent la liaison entre 
les dénominateurs des réduites de cette fraction et de celles qu'on 
obtient en remplaçant f{y) successivement par 

i3f-a)m, {h-y)f{y\ (jf -a){h-y)f{i,\ 

et quelques théorèmes sur la distribution mutuelle des racines 
des diverses fonctions entières qu'on vient de mentionner. 

Le chapitre II contient l'application des propriétés exposées 
dans le ch. I à la formation du polynôme d'interpolation par la 
méthode des moindres carrés et l'étude d'une série remarquable, 
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IV 

due à M. Tchébicheff, domiant l'expression approchée d'une 
intégrale définie au moyen d'autres, prises entre les mêmes limi=- 
tes, mais plus simples que la proposée. 

Le chapitre III est consacré à l'étude de certaines fonctions 
entières, dites fonctions analogues à celles de Legendre ou poly- 
nomes de Jacobi. Ces fonctions ont été considérées pour la pre- 
mière fois par Jacobi dans son mémoire sur la série hypergéo- 
métrique, inséré dans le T. LVI du Journal de Crelle. Les 
propriétés de ces fonctions découlent presque immédiatement de 
leur définition comme dénominateurs des réduites dans le déve- 
loppement en fraction continue d'une intégrale de la forme indi- 
quée ci dessus et se déduisent sans le secours des séries hyper- 
géométriques, sur lesquelles on fait ordinairement reposer la 
théorie de ces fonctions. On trouvera ici, entre autre, les dé- 
monstrations de quelques théorèmes élégants, énoncés par M. 
Stieltyes dans les Comptes rendus 1885. 

L'application de la théorie exposée dans, le premier chapitre 
au calcul approximatif des intégrales définies fait le sujet du 
ch. IV. Les expressions des termes complémentaires dans les 
diverses formules des quadratures approchées sont déduites, à la 
manière de M. Markoff {Math, Annalen Bd. XXV. Sur la mé- 
thode de Gau^s etc.\ au moyen de l'expression du terme complé- 
mentaire de la formule d'interpolation de La grange généralisée, 
donnée par M. Hermite dans le t. 84 du Journal de Bor- 
chardt. 

Le dernier chapitre V est consacré à l'une des plus belles 
applications des fractions continues algébriques, provoquée par 
les recherches ingénieuses de M. Tchébicheff. La question 
dont il s'agit consiste à trouver les valeurs limites, c'est à dire, 
le maximum et le minimum de l'intégrale 



a 

J 



Qi3f)mdy 
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d'après les valeurs données des intégrales 

b h ' h b 

jf(y)dy, jymdy, jfmdy, . r.ji/f{y)dy, 

a a a a 

X étant un nombre donné, compris entre a et 6, f{y) — une fonc- 
tion inconnue, positive entre les limites de l'intégration et O(^) — 
une fonction quelconque donnée, assujétie seulement à quelques 
restrictions, concernant le. signe de O {y) et de ses dérivées suc- 
cessives jusqu'à l'ordre i«.-*-l, pour les valeurs de y comprises 
entre a et 6. 

Cette question a été posée, pour le cas de û (y) = 1 , par 
M. Tchébicheff dans son mémoire «Survies valeurs limites 
des intégrales», inséré dans le Journal de mathématiques pour 
1874. 

C'est à M. Markoff que nous devons la première résolu- 
tion de cette question dans toute sa généralité. La solution de 
M. Markoff a été publiée par lui dans son mémoire aSur quel- 
ques applications des fractions continues algébriques» en russe, à 
St. Pétersbourg 1884. C'est cette ' solution même, quant aux 
traits principaux, que nous reproduisons ici. 

Mais, en cherchant de simplifier autant que possible l'expo- 
sition des résultats définitifs, nous avons substitué à quelques- 
unes dçs démonstrations de l'auteur d'autres, plus simples, et 
nous avons ajouté aussi quelques considérations sur la distribu- 
tion des racines des équations à la résolution desquelles se ra- 
mène toute la recherche, et dont on pourra apprécier la valeur, 
essayant d'appliquer les formules générales à des exemples. 

Récemment, M. Tchébicheff à publié les résultats de ses 
propres recherches sur la même question {Sur la représentation 
des valeurs limites des intégrales au moyen des résidus intégraux, 
en russe. Mémoires de l'Académie des sciences de St. Pétersbourg 
pour 1885). Une traduction française de ce mémoire doit pa- 
raître prochainement dans les «Acta Mathematica». 
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VI 

, Les expressions des valeurs limites de l'intégrale proposée y 
8oiit données sous une forme très simple et élégante, mais les 
principes, sur lesquels repose la solution, ne sont pas indiqués. 

On trouvera la démonstration des formules de M. T c h é b i- 
ch ef f dans le n^ 17 du ch. V. 

La résolution de quelques questions des maxima et minima, 
qui se ramènent aisément à la question énoncée ci-dessus, termi- 
nent ce chapitre. 

Le but principal que nous avons eu en vue, en publiant ce 
tiavail, était de contribuer à la connaissance des résultats déjà 
acquis dans ce genre de recherches, qui sont encore loin d'être 
épuisées, essayant de présenter un ensemble assez complet de ces 
résultats sous une forme tout à fait élémentaire. 

St. Pétersbourg, Novembre 1886. 
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Ohapitre X. 

Propriétés fondamentales des réduites de la fk-action eonti- 
nne, provenant dn développement de l'intégrale 

b 



a 



1. Dans tout ce qui suit, nous supposerons les quantités a et & 
réelles, & > a, la variable y et la fonction f(y) aussi réelles entre 
les limites d'intégration. 

Posons 

b 



F{z) 



_[ mdy . 



en développant cette fonction suivant les puissances décroissantes de 
z, nous aurons 

^(^)=î-»- ?^ -»-... -*-ï^-- (1) 

où 






dy. 
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La fonction F{z) peut être aussi développée en fraction continue 
de la forme 

F{z)=^ K. 



3i- 



32- 



(2) 



Îlï 3â> • • • ?n' • • • ^**^* ^^^ fonctions entières de £? et Ci, Cj, . . . 
c^,f' ^ ' des constantes, dont les valeurs peuvent être choisies arbi- 
trairement. On peut disposer des valeurs de ces constantes pour Mre, 
si on le juge à propos, les coefficients de la plus haute puissance 
de B dans les fonctions ^i, jg,. . . 2^,. . . égaux à l'unité, ou à 
d'autres nombres donnés à priori. 

2. Désignons par ^Jjs) ou ^^ le numérateur et par f^Jji) ou 9^ 
le dénominateur de la »*"* réduite de la fraction continue (2). Nous 
aurous 

+i = <^n 9i = 2i 



et en général 



*2 = Cl22, 92 = 2iÎ2 — ^2 
Tn-*-i ?n-*-i Tn 



rn ^w-*-i Tn— l I 
?«— <^n-i-i?n-i) 



(3) 

ï n-*-i ?n-i-i Tfi" 



ces formules étant vraies pour n > 1, en convenant de poser 

^0=0, 9o=l- 
Les formules (3) donnent comme conséquence 

^n^i?n- ?n-i+n=^i^2- • -^n-Hi (*) 

9n-*-i 9n Vn9n-*-i 9n(3nH-i 9n— «^n-f-i 9n— i)' 

En remplaçant le quotient incomplet q^^^ par le quotient com- 
plet jer^^j et remarquant que 



Digitized by VjOOQLC 



— 3 — 
F^^^ désignant une fonction qui s'annule pour 0= oo, nous au- 



rons 



F(0) — ^ = ^i<^2-'Cn- 



tiH-i 



Cig2--*gn-i-i /K\ 

Désignant par 8^ le degré de 9^ et remarquant que le degré de 
9«^i ^^* ^^ moins égal à 1, la formule (6) donne pour la limite de 

une quantité finie ou 0. Donc, dans le développement de 

suivant les puissances décroissantes de z^ le premier terme sera de 
degré < — (28^-+-l). 

Cette propriété de la fraction réduite est caractéristique, car on 
peut démontrer la proposition suivante, réciproque de la précédente, 
savoir: 

Si ~ désigne une fraction rationelle, dont le dénominateur est de 
degré jx, telle que dans le développement de la différence F{z) — * sui- 
vant les puissances décroissantes de z le premier terme est de degré 
< — (2ii.-f-l), cette fraction * est une des réduites dans le déve- 
loppement de Fiz) en fraction continue. 

En effet soient 

les expesants de la plus haute puissance de z respectivement dans 

Soit 8^^^ le premier de ces nombres qui surpasse jt; on aura 
8 > a>8 
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Cela posé, la formule (5) pouvant être écrite de la manière sui- 

Tante 

donnera un développement de la forme 

Or, par condition on a 

et comme 

on voit que la différence 

eat de degré < — (ti.-*-8J, ce qui exige que ^9^ — 9+^ se ré- 
duise à 0, donc ^9„ — 9^^ = 0, 

9 9n 

M q. f. d. 

3, Dans tout ce qui suit nous supposerons que la fonction f(i/) 
reste positive entre les limites de l'intégration. 

Théorème 1 . La fonction f(y) restant positive entre les limites 
a et by tous les quotients incomplets dans le développement de l'inté- 
grale 

h 
\ f(y)dy £1 



l 



—y ,,. 



a „ ?» 



'*- «.-. 



sont des fonctions linéaires de 3. 
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Four le démontrer, multiplions les deux membres de la formule 



F{0)- 



^^nW_ giC2--gn-4-i 



9nW (9n 'n-»-i— ^n-*-l 9n— i) <Pn 

par 9„V)> i^^us aurons 






^n 



ou 







= +nW9nW 



a 



(6) 



« _^ — F _^ _ ^n-*-i yn— 1 
rn 

Remarquant que ?w!(^^^y) ^g^^ ^j^^ fonction entière de £f, que 

^fi-».i ^* ^1"^ ^^^* ^®^ fonctions qui s'annulent pour ^sr = oo et 
supposant pour un moment que le Hégré de q^_^^ soit supérieur à 1 , 
on arrive à une contradiction, car dans cette supposition le coeffi- 
cient de -j dans le développement du second membre de la. formule (6) 

est évidemment égal à zéro, tandis que le môme coefficient dans le pre- 
mier membre est représenté par 

h 

\9niy)f(if)dy 

a 

quantité plus grande que zéro, tous les éléments de l'intégrale étant 
positifs. Donc q^_^j doit être linéaire par rapport à e. 

En désignant par a^^^ le coefficient de a dans l'expression de 
g^^p on aura, d'après la formule (6) 

b 



J 



9n'iy)mdy= ?Lipw. (7) 
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Corollaire 1 . Le dénominateur (fjjs) de la n^^ réduite est une 
fonction entière de degré n; le premier terme dans le développe- 
ment de 

suivant les puissances décroissantes de z est de degré — (n-i- 1). 

Corollaire 2. Si les constantes Cj, c^, . . c^^^ ont des valeurs 
positives, les coefficients a,, a^,. . . a^^^ et par conséquent, les coef- 
ficients des termes le plus élevés dans les fonctions fi(z)y (f^{z) . . . 
9„-,-i (^) 8^^* *^8si positifs. 

4, La formule (5) qui nous à conduit au théorème précédent, 
fournit aussi les expressions des fonctions ^J-sf), Ii^{z) au moyen de 
la fonction 9^(^). Multipliant les deux membres de la formule (5) par 
9^(j), nous aurons 







^n-i-i 



Cn-#-i <Pn— i 



OU 



h h 



a 



d'où, en comparant entre elles les parties entière et fractionnaire des 
deui membres, on aura 

h 

^„(^)=J ""^:^Z;''^'^V (y)c?y (8) 



a 
b 



^„(*)==jl^V(y)rf2/ (9) 



■fe 
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5. Nous dirons souvent, pour abréger, qu'une fonction F{z) est 
de degré ( — i*.), si dans le développement de F{z) suivant les puis* 
sauces décroissantes de z^ le premier terme est de degré = — jj.. 

11 est facile de voir que deux fonctions F{is) et F^{z)^ dont la 
différence F(z) — Fi{z) est de degré < — (2w-i-l) par rapport à z^ 
ont les mêmes réduites jusqu'au rang n inclusivement, dans le déve- 
loppement en fraction continue de la forme 



a^B-^hi' 



Og **♦- \ • ^ 



031-^63-. 



En effet, en désignant respectivement par '^ et ^^ les réduites 

de rang n dans les développements de F{z) et J\(^), on aura par dé- 
finition 

•t yZ) çT ^^ 02n-*-i "*■ gin-^-z -*-... 
■^iW — J^ — Bin-4-i ^" 52n^« *t- . . . 

d'où il suit, remarquant que F{z) — Fi{z) est de degré < — (2n-i-l) 
par condition, que la différence 

+n <^n_ '»f»/n— ^nyn 

9n fn 9nfn 

est de degré < — (2n-Hl), ce qui exige que ^J^^ — (0^9^ = ou 

9n /n 

sans quoi cette différence serait de degré > — 2w. 

n suit de cette remarque que pour calculer les réduites jusqu'au 
rang n inclusivement dans le développement de l'intégrale 

J '"^ 

a 
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il suffit de connaître les 2n premiers termes de son développement 
en série 

h 



i^w=f^=?-*-^-. 



■4. ??H-:i . 
^" .îfi 



c'est à dire les quantités 



*0> ^9 *2> • • • *2n— 1 
h 



h=jf(y)y' 



dy 



et (le développer en fraction continue l'expression finie 

•^1 W 8^^ z^ * ^i^^ ' 

Si pour fixer les idées on prend tous les nombres Cj, Cg, . . 
c^^j * . . égaux à l'unité, le développement 



«n«-*-^n— • . 



coiric^idera dans les premiers n quotients incomplets avec le développe- 
ment de F{0). 

Si l'on connaissait un terme de plus dans le développement de 
riiitv'^grale 

a 

eu st'rie, on aurait en développant l'expression finie 
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m fraction continue 



FM) = î-^ 1 



«n^-*-^n-:r- 



,f-4-. 



un développement qui coincide avec celui de l'intégrale dans les n 
premiers quotients incomplets et dans lequel, en outre, le coefficient 
^n-è-i ^^ ^ ^*^^ ^^ quotient suivant est égal au coefficient correspon- 
dant dans le développement de Fija). 

Eneflfet, soient respectivement q^^_^^ et Xn^i l^s quotients in- 
complets de rang n -h 1 dans les développements de F{0) et F^{z)\ 
les. réduites de rang n-f- 1 seront respectivement 

^^n-»-l _ gfi-f-i ^^n— 4^n--i ^^ <^n-i-i _ Xn-i-i '^n— '^n-i 

P=-^ p étant les réduites des rangs n — 1, n communes aux déve- 
loppements de F(^z) et F^{2). * 

Les différences 



A» -1-1 



étant de degré — (2w -i- 3) et 

F(z) — F^{is) de degré -(2w-h2), 
on voit que la différence 

9n-i-i /n-»-i \9n-#-i W v/n-#-i <Pn/ 9n-i-i9n /n-«-i 9n' 

est elle même dej degré — (2n -f- 2), ce qui ne peut arriver que 
sous la condition que les coefficients de ^r**^* dans 9^^^ et f^^^ ou, 
ce qui revient au môme, les coefficients de 2 dans q^^^ ^^Xn-t-i soient 
égaux, ce q. f. d. 
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6. La formule (9) conduit à la propriété fondamentale et carac- 
téristique de la fonction 9„(^), qui peut tenir lieu de la définition de 
cette fonction. 

Développant le second membre de (9) suivant les puissances dé- 
croissantes de ^, et remarquant que BJ^z) est de degré — (n-i- 1) 
par rapport à Zj nous aurons les égalités suivantes 





a a 

h h 

JAy)?„(y)î^rf2/i=0,. . . j/^(y)9jy)î^"^^eîy=0. .(10) 

a a 

qui entraînent comme conséquence la formule 

b 

^m9^y)0^^,{y)dy^O. (H) 



^n^jiy) désignant une fonction entière arbitraire de degré <n — 1. 
Cette formule entrâine elle môme comme corollaire l'égalité 



J' 



5 

m9m(i^)9n(y)dy=(^^ (*2) 



pour w^n, qui est d'un fréquent usage dans les applications. 

L'égalité (11) peut tenir lieu du système des égalités (10), en 
laissant à la fonction 0^_^{y) toute sa généralité et définit complète- 
ment la fonction entière 9^(xf) de degré n, en faisant abstraction 
d'im facteur indépendant de ^, car on peut démontrer facilement que 
toute fonction entière de z de degré w, satisfaisant à l'équation (11), 
ne diffère de 9^(^) que par un facteur constant. 
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En effet, les fonctions 9o(^), ff^{z\ . . . <fjis) étant respective- 
ment de degré 0, 1, . . . n, toute fonction entière 0{z) de degré n 
peut être représentée sous la forme 

*(^) = A9oW-+--^i?i(^)-»- • • • -»- A?n(^)» 

A^j Au * . . A^ étant des constantes. 
Supposant que' 

b 



J 



<^(îf)^u-i(y)fiy)dy=o 



et mettant pour ^„_i(y) successivement 
nous aurons en vertu de (12) 

b 

^,[A«/)9/(y)% = 0, d'où ^,= 

a 

pour i=0, 1, 2, . . .(n— 1). 

Donc 0{y) = A^(fjif) ce j. /. d. 

7, Nous allons établir maintenant les propriétés principales 
des fonctions 9^(^) et ^Jiz) qui découlent très simplement de l'équa- 
tion de définition (11). Nous désignerons dans tout ce qui suit par 
â^{0) une fonction entière arbitraire de js^ de degré < }l. 

Théorème 2. Toutes les racines de Téquation 

sont réelles, inégales et comprises entre les limites a et 6. 
Pour le démontrer, supposons en premier lieu que l'équation 

?n(^) = 
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ait une racine imaginaire 



z^z= a -f- p y — 1 

la racine conjuguée sera 



^a=a-PV-l, 
et 

4>{z) désignant une fonction entière de degré n — 2, Posant dans 
l'équation (11) 

^««,(y) = *(y), 

nous aurons 

b 

a 

ce qui est impossible, tous les éléments de l'intégrale étant positife. 
Supposant en second lieu, que (fj^z) admette une racine double 
réelle, nous aurons 

0{z) étant une fonction entière de degré n— 2; posant tf^_j(y)=(P (y), 
on aura d'après l'équation (11) 






a 



ce qui est impossible. 

Supposons en fin qu'il existe une racine réelle y plus grande que 
b ou plus petite que a; nous aurons 

9n(^) = (^ — Y)^W> 
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0(0) étant une fonction entière de degré n— 1 ; faisant ^„_i(y)=cP(y), 
Téquation (11) donne 



a 






ce qui est impossible, tous les éléments de l'intégrale étant de même 
signe dans l'un et l'autre cas. 

Donc, le théorème énoncé est démontré. 

Remarque. H est important de remarquer que la démonstration 
de l'impossibilité d'une racine imaginaire où d^une racine double 
n'exige pas que la fonction (fjy) satisfasse à l'équation 



1- 



b 



pour toute fonction entière ^^^iC-s^) de degré n — 1; il suffit que la 
fonction <fjz) satisfasse à l'équation 






b 



équivalente au système de n — 1 équations 

b b b 



\f{y)9n(2f)^y-^o, jyAy)?n(^)^y=Ov.. Jy''~Y(2^)9„(y)d2/=o. 



Les mêmes conditions suffiiraient, si on voulait établir l'impos- 
sibillité de deux où d'un plus grand nombre de racines réelles en de- 
hors des limites a et 6. Ainsi nous pouvons énoncer un théorème 
plus général que le précèdent, savoir: 
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Hf f(jg) tui QM knrtim entière de degré n, satis&isuit i la 

h 



/' 



f(y)9(V) 0^,(9)^9 = 



a 

jVî^juatiori 

aura Umim »e» racines réelles, inégales et ne pourra avoir qu'une 
nmiU) racine en dehors des limites a et 6. L'expression générale des 
fonctions (f(z) auxquelles se rapporte ce théorème est 

A ci li étant dos constantes. 

Théorème 3. 

(P(^) désignant une fonction entière de degré < 2n — 1 , on 
aura 

/•0^)(P(y)rfy = V Jj^^<P(^,) (14) 

•=1 





j' 



*u -^tf» » • • *H ^^*^ï^* l^^^ racines de 9^(?) et 9^'(^) désignant la déri- 
viH^ ilo 9^^), Cotto formule importmit^ donne, comme on voit, Tex- 

6 



!' 



Ay^*(i/Wy 



iu uunii^u dt^ M Y;ileur$ p^ticuUèx^ di» la fonction ^\ 

IVur U vlouuHiln^r. do:>î^u>us jw ^^^^jU'^ le quotient et |«r ny) 
W n^ti^ vit' 1;^ divi^^vm kW 4^ytA jw 9^\yV 
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Pour 

D'après la formule d'interpolation de Lagrange, on aura 



'(!')=2f^S^)*w- 



1=1 
Mettant cette valeur de riy) dans l'équation 

multipliant par f{y)â/y et intégrant entre les limités a et h^ on aura, 
en vertu des formules (1 1) et (8) 




ç t=n 



t=l 

a 

où 



A — \f(.j\ ^n (y) ^ _ »n(^< 
^i — J ï W (y _ ,^) ç^/ (^^) — ç^. (,^ 






ce 2. /l rf. 

Théorème 4. Toutes les racines de l'équation 

sont réelles, inégales et séparées par les racines de l'équation 

Pour le démontrer, nous allons établir que tous les nombres 

9n'(^t) 

z^ — désignant une racine quelconque de 9^(^), sont positifs, d'où 
en vertu du théorème de RoUe, découle immédiatement qu'entre deux 
racines consécutives de f^Jjs) se trouve une et une seule racine de 
W-^)» ^^ 4^'il s'agit de démontrer. 
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La formule (8) donne 



>lW ^ f VnM f(y) dt, 

n'i'i) j^-'i)9n'(H)'^^'^' 



a 



Or, d'après la formule de Taylor 
ou 

â(î/) étant une fonction entière de degré n — 2. 
Multipliant les deux membres de cette égalité par 

et intégrant entre les limites a et 6, on aura en vertu de la for- 
mule (11) 

5 h 

a a 

Cette formule met en évidence que 

Corollaire. Lorsque toutes les constantes Oi, Cg,. . . c^, c^^^ ont 
des valeurs positives, les racines de l'équation ^^—li^) == ^ ^^^* ^" 
parées par les racines de <p^(^) = 0. 

En effet, en faisant ^ = ^^, la formule (4) donne 

donc ^n(^i) et 9^__, (5^.) sont des quantités de même signe, ce qui 
entrâine l'inégalité 

qui démontre la proposition énoncée. 
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Remarque. On voit immédiatement que le théorème 4 peut être 
généralisé de la manière suivante: 

Si ff{z) est une fonction entière de z de degré n, satis&isant à la 
condition 

h 

f/*(y)9(y)^n-.,(y)rfy = o 

a 







tous les nombres "1^, z^ désignant une racine quelconque de (f{z), 

seront positifs, d'où il suit que toutes les racines de ^z) sont réelles, 
inégales et séparées par les racines de (f{z). 
En effet, on aura ici, comme plus haut, 



a a 

ce qui met en évidence la proposition énoncée. 

De même, si 0{z) désigne une fonction entière de z de degré 
< 2n — 2, on aura la formule, analogue à la formule (14) 

h 

j^(y)mdy = '^^)^i^i) (1») 



f=i 



8. Dans quelques applications il y a lieu de considérer simul- 
tanément avec la fraction continue qui provient du développement de 
l'intégrale 



h 
a 



f- 
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les ^aetrotis continues qu'on obtient en développant les trois inté- 
grales suivantes 

b h . h 



a a a 



Nous désignerons les dénominateurs des réduites du rang n de 
ces fractions respectivement par 

1) V„, 2) F„, 3) Ty„. 

Comme les fonctions 

(lf~a)f(jy), (h-y)f{y\ (j, — a){b^y)f{y) 

ne changent pas de signe entre les limites de l'intégration, nous pou- 
vons appliquer ici les théorèmes 1 et 2 et nous pouvons dire que les 
racines des équations 

u^o, F„=o, ïr„=o 

sont réelles, inégales et comprises entre les limites a et h. 

Tj6S équations qui peuvent servir à la définition des fonctions 

^n^ Kf K 8^«t 
b 
(y-a) f{y) UJy) â^^Jy)dy = (a) 

a 
b 

j{h-y) m r,{y) â^^(y)dy = (?) 

a 
b 

j{y - a) (b—y) f{y) W^iy) û^_^^(y)dy = (y) 







a 
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A l'égard des fonctions U^, F^, W^ nous allons encore dé- 
montrer quelques théorèmes^ analogues au théorème 4, qui nous se- 
rons utiles dans la suite. 

Théorème 5. Les intégrales 



o o 



ont des valeurs positiTes. 
En effet 



lJ.{y)=^U,(a)^{y-a)V:{a)-^.. ^^f^U^-\a) 



ou 



6{y) étant une fonction entière de degré n — 1; par eonséquent 

Lu„(a)J — Z7„(a)-*- I7«{a) ^nW 

et en yertu de Téquation (a) 

h b 

Jg^!Art<i»=J[ftiT('»% (») 

a a 

En raisonnant de la même manière, on trouve 

jWyw-^^jW'w* (') 



Les formules (8) et (e) démontrent le théorème énoncé. 

2* 
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Théorème 6. 

Les intégrales 

b h 

a a 

ont des valeurs positives. 
En effet 

â(y) étant one fonction entière de degré n — 1; par conséquent 
et en vertu de l'équation (y) 

5 h 
a a 

On trouverait de la même manière 

6 b 

a a 

Les formules (X) et (pi) démontrent le théorème énoncé. 
9. Nous savons que toutes les racines des équations 

sont comprises entre les limites a et b. 

Les théorèmes suivants se rapportent à la distribution mutuelle 
de ces racines. 
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Théorème 7. Les racines de l'équation 

sont séparées par les racines de l'équation 

<P(«) = (*-&)FJ;er) = 
et réciproquement, les racines de l'équation 

sont séparées par les racines de l'équation 

En effet, la fonction ff(js) satisfait à la condition 

b 



\m9(y)^n^i(y)dy = o. 



Donc, désignant par U{z) une fonction quelconque entière de dé- 
gré <2n, on aura d'après la formule (16) en y changeant n par 
»-f- 1 

h 



J 1=1 



»=n-*-l 

2 

a 

^i> ^a> • • • ^n-»-i ^*^^* 1®^ racines de l'équation 

9(£r) = 
b 



et 



Posant 



a 
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et remarquant que 

b b 



\f(y)^(y)â,^,(y)dy=jf(yny-b)V^{y)o^^^^^ 



m aura 

*'''ÏÏ^,^(^i)^n-M)=0 (V) 

En faisant ici 






) 

^k^ ^jfe-i-i é**^* ^^^ racines consécutives de l'équation f^z) = 0, nous 

aurons 

tf^_i(^^) =1= 0, pour i différent de A; et de i -+- L 
La formule (v) se réduira donc à la suivante 

Or les quantités ^^x, *1/?|*)^' ^**^* positives, d'après le théo- 
rème 4 généralisé, il suit de ce qui précède que 

<P(^»)9'K) et â>K_,) ?'(^4^,) 

sont de même signe, donc, en vertu du théorème de Rolle, entre 
deux racines consécutives de l'équation 

m trouve une et une seule racine de l'équation 

0{z) = (B-b)VJz) = O . 
ce qui suffit évidemment pour établir le théorème énoncé. 
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Théorème 8. Les raciues de l'équation 

9„(«) = 
sont séparées par les racines de l'équation 

et réciproquement, les racines de l'équation 

sont séparées par les racines de 

9,(0) = 0. 

La démonstration est tout à fait analogue à la précédente. 
Désignant par U{z) une fonction entière de degré <2n — 1, 
on a 



•^ t=i 

a 



^ij ^2J • • • ^n ^^^^ ^^^ racines de 9,(0). 
Posant 

et remarquant que \ 

b b 



a 

on aura 






et faisant 

_ 9n W 



/9 (g\ — ^nv*; 
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on obtient 

d'où il suit que les nombres 

sont de même signe, ce qui suffit pour démontrer le théorème énoncé. 

10, Nous avons remarqué, que pour calculer les réduites jus- 
qu'au rang n inclusivement dans le développement de l'intégrale 







h 

^f(y)dy 

a 




il suffit de connaître les 2w 


quantités 


h 




Oq, a,, ttg,. . 


•«2n-i.«r 


• 

= / 


Ur, 


remarquant que 




a 




b 


h 





'dy. 



— a)y-àb)f(2/) . 



f {y^a)(P^y)f{y)dy ^f (^y^^{h-- 



— Oj-i- (b — a) «1— dboLQ — a,-!- {h — a) ag — o&tt| 



on voit que les mômes données suffisent aussi pour calculer les re- 
doutes jusqu'au rang n — 1 inclusivement dans le développement de 

rintégrale 

h 

\ iy^a)(l,^y)f(y)dy 

e — y 

a 
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Il suit d'ici que la fonction W^_y^ peut être exprimée au moyen 
des fonctions 9^, 9„_i,. . . ?i, 9o- ^^^^ trouver cette expression, 
remarquons que la fonction 

9(^) = {B-a){e-h)W^_,{z) 

est déterminée à un facteur constant prés par l'équation 

h 



\< 



Or, on aura évidemment une autre solution de la même équation, 
en posant 

^ et £ étant des constantes, donc 

G — désignant aussi une constante. 

On détermine les constantes A et B, en faisant z = a, z = b^ 
ce qui donne 

<PnW 

<P n— 1 (^) <Pn— I («) 

5= '-^ 



yn— I W _ ^n— 1 («) 
<Pn(&) <Pw(a) 

D'où l'on déduit 
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ou d'une manière plus symétrique 

1 (<Pn~i(g) _ <Pn~iW ) 1 [ yn~iW <Pn-iW | 

9nW <Pn(a) 

Si Ton suppose les coefficients des termes le plus élevés dans 
W^n-i(^) ^* 9n('^) égaux entre eux, on devra prendre C?= 1. 

11. Nous avons remarqué aussi que pour calculer les réduites jus- 
qu'au rang n et le coefficient a^_^j dans le développement de l'intégrale 

h 






a, jt -H b, 



a^M-*- ftj — 



«n «-*-&«- 



il suffit de connâitre les 2n-i- 1 quantités a^, ai,. . . a^„_j, a^^. 
Or, remarquant que 



J '-y 



a 
b 



p — y) /(y) <^y _ i>^— q^l 



.2n "*~ • 






on voit que les mêmes données suffisent pour calculer les fonctions 

Donc ces fonctions peuvent être exprimées par 9^, 91,. .9^ 
et par le coefficient «^^j. 

Pour trouver ces expressions, remarquons que la fonction 

0(z) = {z-a)U,{z) 
satisfait à l'équation 

b 



JAy)^(y)^«-.{y)^y=o. 
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Or, l'expression générale des fonctions entières de degré n -i- 1 , 
satisfaisant à cette équation étant 

= A [{a^rv -*- &«-.-,) ?n (y) — 9„_i (y)] -»- -PÇn (â*) 

= ^ [(««^ . y -»- G) ?n (2') - ?«- »] ' 
^ et (7 désignant des constantes, on aura 

Faisant ,? = a, on aura 

-, „ _. ri <Pn— 1 («) 

(^-a)£7„(.)=^{<p„(.)(a^,(.-a)-H2^^)-9„_,W).(18) 
On trouverait absolument de la même manière 

Si l'on suppose les coefficients des termes le plus élevés dans 
ÏJJjs) et VJ/) égaux entre eux, il faudra prendre ^ = -4i et les for- 
mules (18) et (19) donneront 



1 ( q)w>-i(«) 9n~i W ) _^ 

^nW _J_ I 9 n-iW 9n-iW ) _ ^ 



(20) 



Digitized by VjOOQIC 



Ohapitre H. 

Formule dlnterpolation par la méthode des moindres car- 
rés. Représentation approchée des intégrales définies an moyen 
dautres, prises entre les mêmes limites. 

1, Nous allons indiquer maintenant quelques applications immé- 
diates des formules générales. 
La formule 

h 



I' 



fiy)9miy)9n(y)dy=^^^ ^>^ (12) 



permet de résoudre immédiatement les deux questions suivantes: 
1 ) Parmi tous les polpomes entiers de degré n, de la forme 

trouver celui, pour lequel l'intégrale 

h 

\^{x)f{x)dx 



P 



fiw) étant positive entre les limites d'intégration, ait la moindre va- 
leur possible. 
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Solution. Soient %{x)y <fi(x\ . . . <fjix) les dénominateurs des ré- 
duites successives de la fraction continue qui provient du développe- 
ment de rintégrale 

b 



f 



f(y)dy , 
y ' 



2i" 






Nous pouvons disposer des constantes Ci, Cg, . . . de la sorte que 
les coefficients des termes le plus élevés dans les fonctions ^f^{x) 
soient égaux à 1 . Le polynôme inconnu pourra être écrit sous la 
forme 

-4j, -4,, . . . A^ étant des constantes. 

Les équations de condition du minimum de l'intégrale considérée 
sont 

h 

a 

c'est à dire 

h 

\0{x)(pf^{x)f{x)dx=^O, fc = 0,l,2,...(n— 1) 

a 

En mettant pour 0{x) son expression, rangée suivant les fonc- 
tions cp^(a?), on aura, en vertu de la formule (12) 

h 

Aj(f,Hx)f{x)dx = 

a 

ou 

A^= 0, pour fc = 0, 1 , 2, . . . (n — 1). 
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Donc le polynôme cherché est 

La yaleur minimum de l'intégrale 



^ 



h 



est égale à 

b 



\9n{^)Mdx = c,c^. . .c^^^. 



2) Parmi tous les polynômes entiers 0Jx) de degré n, trouver 
celui, pour lequel l'intégrale 

b 



Q{x) étant une fonction quelconque donnée et f[x) restant positive 
entre les limites d'intégration, ait la moindre valeur possible. 

Solution. Le polynôme cherché peut être représenté sous la forme 

^n(^) = Co9o(^) ^ Ci 9i (^) -*-••• -*- 0^9n(^\ 

Cq, C?!,. . • G^ désignant des constantes et ç^C^), ?i(a;),. . . (fjx) 
étant les mêmes fonctions que dans la question précédente. 

Les équations de condition du minimum de l'intégrale proposée 
donnent 

b 

jm[0,ix)-Q{x)]<f,{x)dx = O 

a 



Digitized by VjOOQIC 



— 31 — 
pour h=Oy 1, 2, . . .n, ce qui se réduit ans 

b 







en vertu de la formule (12). 
On en déduit 

b 

J/{a;)û(«)ç»(«)<te 

a 

et le polynôme cherché est 

k=^njf(x)Q(x)fpkiP^)dx 

^n(^) =2^-^ '^^^^^ <^*) 

X;=o jf(x)çjf^{x)dx 
a 

Cette expression du polynôme dHnterpolation par la méthode 
des moindres carrés à été donnée par M. Tchébicheff. (Voir Jour- 
nal de Liouville, T. III, 2""' série). 

2. Losqu'une fonction Q{x) est développable en série infinie de la 
forme ^ 

0(^) = Co?o(^)-*-C',9iW-»-.. '*'G^fJx)^....(i) 

uniformément convergente pour toutes les valeurs de x entre les limi- 
tes a et 6, le coefficient C^ du terme général aura la valeur 

à 

j/{x)Q(œ)f^^(x)dx 

G,^'— ..• (2) 

if{t^)9nHx)dx 

a 

En effet, multipliant par f{x) <^Jx)dx et intégrant entre les limites 
a et 6, la série (1) donne, en vertu de l'équation (12) 

h h 

^mQ{x)r^^{x)dx=c^. [m^^^ 
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La somme de (n-nl) premiers termes de la série (1) est précise- 
mont le polynôme OJ^x) qui donne, par rapport à tous les autres 
polynômes de même degré, la moindre valeur possible à l'intégrale 

h 



[ 



f{x)[Q{x)-0^{x)fdx (3) 



et représente ainsi le polynôme de degré n le plus rapproché de la fonc- 
tion Q{x\ pour les valeurs de x situées entre a et 6, si l'on convient 
de prendre pour mesure de l'approximation la valeur de l'intégrale (3), 

Nous n'avons pas jusqu'à présent de moyens pour assigner, en 
g:6néral, les limites de l'erreur qu'on commet en remplaçant la valeur 
de la fonction il{x) par la valeur du polynôme OJx\ c'est à dire en 
arrêtant la série (1) à un terme déterminé et négligeant la somme 
de tous les termes suivants. 

Mais il est très remarquable *), qu'on peut donner l'expression 
précise du terme complémentaire de la série qu'on obtient pour la 
ie])résentation de l'intégrale 

h 



\' 



f{x)Q,{x)a^(x)dx (4) 



en multipliant entre elles deux séries de la forme (1) qui représen- 
tent les fonctions Q^ix), Q^{x) et intégrant le produit f{x)Q^{x)QJix) 
entre les limites a et 6. 

Les propriétés de ce terme complémentaire donnent le moyen 
d^assigner la limite supérieure de la valeur numérique des coefficients 
do la série (1) et dé juger ainsi du degré d'eïactitude avec lequel 
cette série, arrêtée à un terme déterminé, donne la valeur de la fonc- 
tion Q{x). — La forme de la série, représentant l'intégrale (4), s'ob- 
tient en prenant pour point de départ les séries 

Û,(aî) = A9o(^)-»-^i9i(^)-*-----^-^n9n(^)-^--- 



*) Comme Ta montré M. Tchébicheff (Communie, de la soc. math, de Char- 
kow 1883 et Mémoires de l'Acad. de St.-Pétersbourg (en russe) 1883. T. XLVII). 
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où 



A- 



B, 
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i 

J/(aî)û,(a!)9*(x)d« 

_ O 

" 6 

a 
l 

^f(x)Q^(x)9kix)dx 

^ a 

■ h 



En multipliant ces deux séries et intégrant ensuite le produit 
f[x)Q^(x)il^{x), on aura pour le développement de 






f{x)Çl,{x)Cl,{x)dx 



une série, composée de termes de la forme 

jf(x) Ûi (x) 9m («) àx . jf(x) Q^ [x) ç„ (a:) dx 

a a_ 

h b 

jf(x) 9m" (aï) dx . J/(x) 9n« W d^ 



o 

•jAa')<P«(a!)9„(a!)rfa; 



où m, n réçoirent toutes les valeurs entières de à oo. 
Or 

b 



!■ 



fi^)<^m(^)9n(^)d^=0 



pour w^n, donc on aura le développement de la forme suivante 






m=c» jf{x) Ûi (a?) <fm («) àx,jf{x) Û, (x) 9^ (a?) (te 

ax)Q,{x)Q,{x)dx='^ « .^ ^ . 

i»=0 J/(«)9m*(«)<^ 
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n s'agit maintenant de trouver l'expression du terme complémen* 
taire R^ de cette série, arrêtée au terme qui correspond km = n — 1 . 

Nous allons reproduire ici l'analyse, que nous avons <5ommu- 
niquée dans une note, insérée dans le Bulletin de MM. Darboux et 
HOuel 1883. 

Soient 

aî|, x^^ . . . x^^_^^ 

n -4- 1 quantités indépendantes, comprises entre les limites a et b. 
Posons pour abréger Oi(a?) = tt, Oa(a;) = t;, et désignons par «*i, 
Wg, . . . w^^p et Vi, Vj, • . . v^^^ les valeurs de u et de t;, pour 



ce —' X* y Xn ^ • • • X 

Introdaisons eneore les notations suivantes: 



•^.^i(«*) = 






«Po. 



?0 



?0 



A,^j(r) désigne le déterminant qu'on obtient de A,^,(») en y rem- 
plaçant M par (\ 

i 9m-Mx\ "P»_,(-^»>7' ••?•_,(•«'»> ■■ 



-^-.= • 



9^^X^>, ®,txA ... <?i(>J 



?»' ?e- - • • ?» 

i 
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j-(»»-^<) désignant le résultat de w -h 1 intégrations par rapport aux 
variables x^, x^,. . . x^^_^_^, entre les limites a et 6; 



(«) „ 



Toutes les intégrales que nous aurons à considérer étant prises 
entre les mêmes limites, nous nous dispensons d^écrire ces limites. 

Nous allons chercher la formule de réduction de Tintégrafe multiple 
«^n— 1(^> v), c'est à dire la liaison entre J^^^^iu^ v) et J^^^^iu, v); cette 
formule nous donnera la série cherchée avec le terme complémentaire. 

En développant les déterminants A^^^(t*), à^^^{v) suivant les 
éléments de la première ligne, nous aurons 

A^,(w) = ^l9n-i(^i)-+-A9n-i(^2)-^-- • •-*-^n^i9n-i(^,^i) 

où A^^ B^ désignent les déterminants mineurs indépendants de x^. 
Donc 

où la première somme est étendue sur toutes les valeurs de i 

f=l,2, 3,...(n-Hl) 

et la seconde sur toutes les combinaisons des valeurs 

i=l, 2, 3,...(n-*-l) 
fc=:l, 2, 3,.,.(n-H 1) 

à l'exception des combinaisons dans lesquelles i = X;; le nombre de 
termes de la première sonmie est n -h 1 , celui de la seconde est 
n(nH-l); tous les termes de chacune des sommes s'obtiennent d'un 
seul par la permutation des lettres x^y x^y. . . x^^^. 

3* 
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Multipliant par 
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n-*-l 



IIa^<)^^< 



et intégrant (nn-l) fois, l'égalité précédente donne, d'après ce qui 
est exposé ci-dessus 

(fM-l) 



-H w (n -H 1 ) 1 9„_i(a'i) <P„_, (aîa) 4 ^s fl ^^^''^ ^^< 
où 



(5) 



^1= 



91K). ÇlC^^s)» ••• '^xi^n^i) 

9o> 9o> ••'• 9o 



«2, «8» 



«*_ 



^1 s'obtient de A^ en y remplaçant u par v, 



B,== 



9i(a'i), 9i(^8), ••• 9i(«„^.i) 
9o> 9o» • • • 9o 



Le premier terme du second membre de la formule (5) se réduit 
éridemment à 

(«) „ 

= («-*- 1 ) I (p2„_j {x) f(x) dx . J„_^ (M, V). 
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Qnand aa second, on peat évidemment récrire sous la forme 

Observant que 



A=(-ir~'«: 



B,= i-lTv, 



9»_,(»«),<P„_a(«i),' • '9n-2K*i) 



?i(«8). <Pi(«i), ••• 9l(«„-t-i) 
?o> 9o» • • • ?o 

9i(^8). •• • 9i(^«^,) 
9o> • • • 9o 



■o(a;g) 



<T(a;i) 



<a(a;) et a(x) étant des fonctions entières de degré n — 2 par rapport 
à X, et que 

j 9„_i(«3) /"(^a) » (^2) *»,= 

on voit que le second terme du second membre de la formule (5) se 
réduit à 

— n (n H- 1 ) M (p„_, (a;) /"(a;) rfa; . j t; (p„_, (») /•(«) ia; . J„_, . 

Donc la formule (5) prend la forme 

Jn-M' î?) = (« H- l)^„_,(t«, V) J fix) 9'„_»('ï') dx 

— nin-t-l)J^_^.\f(x)uf„_^(x)dx.\f(x)v<f^^ix)d. 



■x 
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m 

Jn—xi*»,v) _. 

n («-1-1) J-„_, .//{«) 9*„_, («) dx 

Jw-tK») _ J/(«) H <Pn-i (a) dx.j/(x) y »„_t (x) <to 

En faisant ici une supposition particulière sur les fonctions u et 



V, savoir 



(7) 



et obseryant que 

A„_(<p„_i) = A„_, , J„_, (9„_, , <p„_, ) = J"„_, , 
nous aurons 

et la formule (6) prend la forme 

Jn~i (»■'-•) Jn— 2 (*, f) //(») u yn_i <la;.J/(a!) « ç^,! dx 

(»H-1)J'„_, n/„_j J/(«)9*n-i*«' 

En posant ici successivement n égal à 

2, 3,... M 
et observant que 

JqKp) i //(««»— «i) («2— <'i)/('g|)/(%) <toi <fa;^ 

=Jue>A^)^x— > J/(.).to (8) 
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on obtient définitÎTement la formule 



L ^ f(^) ^^ ^ yj « ^m-i («)/(«') «te-J«> ym-i («)/(«) àx 

•^ 111 = 1 •' 

ce qui est précisément la formule de M. Tchébicheff, avec le terme 
complémentaire 

^n— (n-*.l)J^«, VlW; 

Cette expression du terme complémentaire peut être simplifiée, en 
faisant usage des propriétés connues des déterminants. 

En désignant par A^ le coefficient de ^ dans l'expression de 
(p^(a;), nous pouvons évidemment représenter ç^_i(i») sous la forme 

1^0 > Pi» • • • l^fi— 2 ^*^^* ^^^ constantes; on pourra donc, en vertu 
d'une propriété connue des déterminants, remplacer les éléments de la 
première ligne 

dans les déterminants A^_i(w), ^n— 1(^)> ^n— i P*^ ^^^ quantités 

^„_. <-\ K-. <-S • • A-. «'«*."-' 

et en général la ligne 

9ife(^i)»9*(^a)---9*(^n-i.i) 
par la ligne 

-^*^i ? -^*^2 > • • ' A^n-«-i • 
Après cette transformation l'expression de U^ devient 



D„_i (u) D„_, (t.) n /(«<) «te, 

(n-Hl)fD»„_,II/W<?a'i 
' 1 



iî = ^! î .— (11) 

♦> (n) ^ ^ 
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où 



J5„-.(«) = 



D-_.= 



n— i 



1, 1, ... 1 



a?. 



n 



^3> 



i^. 



n-*-i 



n-i 






«I. 


t*2, 


... U„ 


1, 


1, 


... 1 


^1> 


a;,, 


... X^ 


V. 


V, 


... a;" 



. n— i ., w— i 



.« 



(.r,— a?,) (a-j— X,) . . . (a;„— a,) . . . (a;„- a5^_,). 



S. Les propriétés du terme complémentaire £^ découlent très 
simplement de la formule siÙTante, concernant le déterminant 

/>H_,(««)=j>n-,(m'-)) 



i)_(û.,r)) = 2)..^: 



(12) 



c>st à dire 



1, 1, 



•**!> '^î* ••• •^• 






=..r,-j ,V .u^,-x,>.AX^,-«.)5^ 



1 > •*} 

î teUûl un nombw. situé entw 1^ m-}nî^ liîuiîess œtrf lesquelles se 
tr>>UTent les nombrys x^, Xj,, • , j , 
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Pour démontrer cette formule, observons qu'elle est vraie pour 
n= 1, car 

1, 1 

=Q, {x^-Q, {x,)=(x,-x,) O/ (g). 



D,(Q,ix)) = 



Qiix,)y Q,{x^) 



Il suffit donc, pour établir la généralité de la formule (12), de 
montrer, qu'étant supposée vraie pour une certaine valeur de n, elle 
le sera aussi pour la valeur de n augmentée d'une unité. En partant 
de cette remarque, transformons D^_^(Q^{x)) de la manière suivante 



2>„_»(Oi(^)) = 



1, 



1, 

^2' 



1 



X, 



x^-^', x^^-^' 



*x^ 



(fl— 1) 



^2 ^1> 



a?2 Xi ^ 



1 > -2 »• • ••^n-t-1 



X^" X-i , 



X Xy 



^ w— i _ n—i 



X. 



n — 1 



fl — 1 
3/1 1 • • • •*'-, 



X, 



n — 1 



Divisant les éléments de la première colonne par x^ — x^^ de la 
deuxième par x^ — x^, etc., on aura 

J>>,~i(Qi(^)) _ 



1, ... 1 



X^-\-X^, 



x^ 



'X. 



Qi(«2)~Qi(^i) 






Qi(^n^i)-Qi(^i) 
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ou, désignant 



05 — «1 



0{X) 



et simplifiant le déterminant précédent, à l'aide d'une propriété con- 
nue, on obtient 

J>n-i(Q(«)) 
I, 1, ... 1 



^9> ^8> 



8 > 



OJj , iCj 






<P(a;i), <P(«a),...<l>(a!„^,) 



= !>„_. («PCa^)). 



Supposant maintenaiit la formule (12) vraie pour le déterminant 
-»„_,(<?(»)), on aura 

i>„_x(0(^)) = (a'-a^)(a:»-«à). . »(^^-^n) iT~(n-i) '(*8) 

g^ étant un nombre situé entre les mêmes limites, entre lesquelles se 
trouvent les nombres «„ oJj, . . . a?^^^. 
Or, ayant 



on aura 



(pc»-»(a;)=(a;-a;ir*0,<"-*'(a;)-(n-l)(a;-a!ir*Oi<"-»>(ic)-*-. , . 
-H(- ir- 1.2.. .(n- l)(a; -tCir^COjCa;) - 0,M = 



= 1.2...(n-l) 
ou enfin 






<P<«-'>(a;)=1.2...(n-l);;^', 
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6 étant un nombre compris entre x^ et x. Donc 

1.2. ..(n—l) 1.2.. .n 

E étant un nombre compris entre g^ et g. 

En substituant le résultat précédent dans la formule (18), on a 

ce q. f. d. 

Appliquant là même formule (12) au déterminant 

^„_»(«') = I>n-.(Oa(^)) 

nous trouvons que le terme complémentaire R^ peut être représenté 
de la manière suivante 

" f D*„.Ûi("> (ï) û»t"» (n) n/(«f) Ae,- 

^»= W-^„ («*) 

(1.2...n)«(n-^l)JD«n-in/(«,)<««.- 

Or, si Ton pose dans la formule (9) 

w = f; = 9^(ic), 

tous les termes du second membre s'annulent à l'exception de 2î„, qui 
se réduit à 



(»»)12 



P = '' . [9 n 



in) 



(1.2...n)2(n^l).f2>»„_in/(*t)^< 

(f^^^ étant une constante = 1 . 2 . . . n. ^^ et la formule (9) donne 



h 
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Donc, l'expression (14) de B^ prend définitivement la forme 

b 

J9\ix)f(x)dx 

^n= ^ rg^7 on^ari-n) (15) 

I et 7) désirant deux nombres compris entre a et b. 

Cette expression de B^ met en évidence les deux propriétés que 
suivent: 

1) La valeur numérique de B^ ne surpasse pas le nombre 

b 
i9n^(x)f{x)dx 

\,dx^ ] 

Jfj et M^ étant les plus grandes valeurs absolues des dérivées 

dx'^ > dx^ 

pour les valeurs de x comprises entre a et 6. 

2) Si les dérivées ^/^^'^ changent pas de signe entre a et 6, 
B^ aura le même signe que le produit 

â^u d^v 
dx^ ' dx^' 

4. En faisani; u = Q(x% v = 9^(0;) dans la formule (9), on aura 
^f{x)Q{x)f^^{T)dx = B^ 

a 

donc en vertu des propriétés de JS^, on pourra dire, que )a valeur nu- 
mérique du coefficient 

^f{x)Q(x)^n(x)dx 
G = 



n b 

^f{30)f9n^{x)âx 
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dans le développement de Q(x) 

Q {x) = Co (po («) H- Cl <p, (ic) -•- . . . -4- C„_, 9„_,(a;) 
ne surpasse pas le nombre 



-Sfi étant la plus grande valeur absolue de Qy^\x) entre les limites 
a et 6 et A^ le coefficient de x^ dans l'expression de <fjx) et si 
Qf'^Xx) ne change pas de signe entre ces limites, son signe sera aussi 
celui de G^. 

En faisant /i = 1, f(x) =1, a = 0, 6=1, dans la formule 

(9), on aura 

1 1 1 



uvdx = udx. vdx -4- B^ 





où 

1 1 

-^= 2 1 K— ^) (^9— ^l) ^^1 àX^ 
00 

d'où découle immédiatement le théorème suivant de M. Tchébi- 
cheff, démontre d'une manière très élégante par M. Korkine dans 
les Comptes rendus T. XCVI: 

Si les fonctions w et t; sont simultanément croissantes ou dé- 
croissantes entre les limites et 1 de la variable, on aura 

1 1 1 



uvdx > udx . j vdx 





et 

1 1 1 



uvdx < udx . vdx 





dans le cas contraire. 



Digitized by VjOOQIC 



— 46 - 

Plus généralement, ou tire de la formule (8) 
h h h h 

lf{x)dx . f{x) uvdx — f{x) udx . f{x) pdx 

a a ad 

bh 



a a 



la conséquence suivante: 
h h 



\f{x) dx . \f{x) uvdx > u f(x)dx , v f{x) dx 



^^^^* £•£> ^ P^^^ ^<^<^ 



b b b 



quand ^-^ < 0, pour a<x<b, f{x) étant une fonction quel- 
conque, positive entre les limites à et &. 
On aura par exemple, en faisant 



observant que 






et désignant par a^ l'intégrale 



L*f{x 



))dx 
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«0 «2* >«*-!-/«*-/• 



En faisant a = 0, w = a?', t; = tr"*, remplaçant f{x) paric*/i(ir), 
f^{x) restant positive entre et 6, et désignant 



on aura 







a* a*-4./-i.m > **^i H^m • 
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Ohapitire III. 

Sor les fonetioDS, aoalopes aui fonetioDS de Legendre. 

Après avoir exposé les propriétés générales des fonctions qui 
proviennent du développement en fraction continue de l'intégrale 

h 

Çf(y)dy 
B-y 
a 



o 



indépendentes de la forme de la fonction f(y), nous allons maintenant 
nous arrêter sur la considération des propriétés spéciales des fonc- 
tions, correspondantes au cas particulier 

a= — l,6=-*-l,en supposant les paramètres a et p > 0. 

Le dénominateur de la n^^ réduite dans le développement de l'inté- 
grale 

-+-1 

r(i-^y)«-Mi-y)P-»dy 



P 



— 1 
en fraction continue de la forme 



2i- 
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g^ — étant linéaires par rapport à isr, est une fonction entière de z 
de degré n, que nous désignerons par TJjs) ou simplement par T^, 
en supposant le coefficient de 0^ dans son expression égal à l'unité. 
Les fonctions T^^ Tj, Tj,,. . . T^- • • sont connues sous le nom 
de fonctions analogues aux fonctions de Legendre ou de polynOmes 
de Jacobi, qui les a considéré le premier dans son mémoire sur la 
série hypergéometrique, inséré dans le T. III de ses Oeuvres com- 
plèteSy (éd. 1871) et dans le LVI tome du Journal de Grelle. Nous 
allons Yoir, que les propriétés principales des fonctions T^ peuvent 
être obtenues facilement, sans qu'il soit nécessaire de recourir à la 
théorie des séries hypergéométriques. 

1. L'équation de définition des fonctions T^ est 
-+-1 
[(1 -^-zf-'H - zf-'Tô_dz=0 (1) 



J' 



fi n- 
— 1 



d^_^ désignant comme toujours une fonction entière arbitraire de 
degré £» — 1 et l'équation (1) tenant lieu d'un système de n équa- 
tions distinctes, qu'on obtient en remplaçant 0^^^ par n fonctions 
entières indépendentes, par exemple par 1, ;8:, ^, . . . z^'^^. Conve- 
nons de désigner par T^^^ la fonction qu'on obtient en remplaçant 
a et p par a H- 1, p -h 1 dans l'expression de T^ et plus générale- 
ment par TJI^^^ — celle qu'on obtient en y remplaçant a, p par a h- m, 
P-i-m. 

La fonction TJ^'^^ est définie par l'équation 



n 



/' 



|0 -*-^)"(l -^/C''9„_id^ = (2) 

Gela posé, on à la relation 

■'#=»e I 



En effet, en posant dans l'équation (1) 
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et intégrant par parties, on aura 



-*- 1 

— 1 

-1-1 '^^ 



— 1 

OU 

-4-1 



— 1 

-4-1 

— 1 

Or, (a — p — ioL-^^)z)â^_^ étant de degré £ n — 1, la se- 
conde intégrale est nulle et l'équation précédente se réduit à 

-♦-1 

[(l -*-^r (1 -*)^ l^^<9„_,dxr = (3) 



— 1 



En comparant cette équation avec (2), on aura sur le champ 

la constante G se détermine d'après la convention sur le coefficient 
de ^* dans T^, qui donne (7=w, donc 

'S'-'^Z a) 

2. La fonction T„ satisfait à l'éqnation différentielle 
(l-^=')g-^(a-P-(a-HP)^)g-4-n(a-Hp-«-n-l)2/ = 0. 
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En effet, en posant dans Téquation (3) 0^_^ = ^^^' et inté- 
grant par parties, on aura 

-+■1 



— 1 
ou 

H-1 



— 1 

d'où, en vertu de l'équation (1), on voit que la fonction entière de 
degré n 

(l-^)^^-*-(«-P-(aH-P)^)^ (4) 

ne diffère de T^ que par un facteur constant et comme le coefficient 
de ^ dans l'expression (4) est égal à 

— n(w — 1) — n(a-i-p) = — w(a-+-p-f-w — 1), « 
on aura 

^n(w — l-i-aH~p)r^=0 (II) 

ce g. /l à. 

Le procédé élégant exposé ci dessus de la déduction de cette équa- 
tion différentielle appartient à M. Markoff. 

3. La fonction T^ peut être représentée par la formule suivante 

(a-Hp-nn— l)(a-*-p-i-w— 2)..(a^p-i-2n— 2) dj» ..(.IIX; 

4* 
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En effet, l'éqaation n peut être mise sous la forme 

— n(aH-pH-n— 1)(1 -t-ijf~'(l - ef~^T^ 

d'où Ton déduit 

(\ -M-a^^n «^P 

dM 



(1_H ;.)•(! _^)P^ = 






Or 



— 1 

dT, 



ds 



« = nT^.> 



donc 



^dz. 



M 

_(a^p + n-l)J(l-*-irr--^(l-;^)P-^2; 
En intégrant encore une fois, on aura 

M 

jil^eni-BfTZ,dz = 
— 1 

M M 

_(a^p^n— 1)| 1(1 -^ef^\l —ef--' T^ds^. .{%) 



—1 —1 



D'autre part, en remplaçant a, p, n respectivement par a-*- 1, 
p -i- 1, w — 1 , la formule (5) donnera 



(l^^)«-^^(l_^)P-*-i^ZW=i!!! 



(2« 



9 

- (n— 1) (an-^-i-n) |(1 -•-»)* (1 — ^/T^!!_,<i« . . . 
— 1 



(7) 
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Or 

^-5^ = (n-l)e„ 

donc, en verta des équations (6) et (7) on aura 
(l-t-«)«-^'(l— ;j)P-^'TJl,= 

» Z 

— i -1 



8 Z 

(a^p + n-l)(a-+-p-n)f [(l-H^)— '(l-«)P-'2; 



En continuant ce procédé, et remarquant que T^=i 1, on aura 
enfin la formule 

2 9 B 

—1 —1—1 
ou 

(-1)** d» {(!-»• 5)«-^^-^ (1 - i)P-*-w-i} 

(a-+-p-*-n — l)...(a-*-p-+-2n — 2) d$*^ 

ce qui est précisément la formule annoncée. 

4. Cette formule donne le moyen le plus simple de calculer l'inté- 
grale 

-+-1 

— 1 

En posant pour abréger 



(-1)» 



= A 



(a H- p -H n — 1) . . . (a -♦- p -*- 2n — 2) n 

(1 ^ ^)«^«-» (1 _ af^-^'z=z u^ 
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on aura 



(l^,f-^il-sf-^T=A/-^ 



1 

dis. 



— 1 —1 



En inté^ant par parties^ on aura^ en vertu de (I), 

— 1 —1 

En continuant ce procédé, on aura successivement 
-♦-1 



Jn=-nA\^^TZ.d. 



— 1 



— 1 



1 



= (_l)-n(n-l)...2.J L ro^">d^ 
Or 



— 1 —1 



_ 2«-*-P->->»-^T (g ■*- n) r (P-H n) 
"^ r(ci-i-p^2n) 
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Donc 



— 1 

_ 2«-^P-»-g**~^r(n-*-l)r(a-»-n)r(P-i-n) 

(a-np-fr-n— l)...(a-f-p-H2ii — 2)r(a-i-p-^2n)' 



.(IV) 



5. En comparant cette formule (TV) avec la formule (7) du cha- 
pitre (I), on aura Texpression générale du coefficient c^^^ dans le dé- 
veloppement de rintégrale 



ï 



1 



5i- 



Î8 • 



en fraction continue. 

En effet, la formule (7) du ch. I, donnant 

on a 



c^^, =" 



J. 



n 



et, diaprés la formule (IV) on a 

_ Jn _ 2«.n(g-t-n-l)(p-i-n-l)(tt-i-p-*-n-2) ^ov 

«-^1 Jn— 1 («-♦-p-+-2n— l)(a-Hp-*-2n — 2)2(a-*-P-fr.2n — 8)'^^/ 

Cette formule donne les valeurs de Cg, Cj, c^,. . . ; quand à Cj, on 
aura sa valeur, en remarquant que c^ est le coefficient de j dans le 
développement de l'intégrale 



1 

«-y 

-^1 



ï 
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suivant les puissances décroissantes de e; donc 






— 1 



6. Pour avoir l'expression générale du quotient incomplet g„, 
il suffit de remarquer que les trois fonctions T^, ^n—iy ^n— « ^**°* 
liées, comme cela suit de leur définition, par la relation 



la fonction q^ s'obtient comme le quotient entier dans la division de 
T^ par T^_j . Pour calculer ce quotient il suffit de connaître les deux 
premiers termes dans l'expression de 



T^z^'-^py-'^ (10) 

rangée suivant les puissances décroissantes de z et qui se détermi- 
nent aisément à l'aide de l'équation (H). En mettant pour T^ son 
expression (10) dans l'équation II, et égalant à zéro le coefficient de 
^r^*""*, on aura 

^n a-i-p-H2« — 2' 

On aura de môme 



' • • 



OÙ 

et 



^ -(n-l)(a~P) 
^n—i (a-i-p-f-2n — 4) 



(tt,p)(a-i.p-2) 



Un '^^^I^n rn—i—^ (a-f.p-H2n - 2)(a^P-*-2n-4)' V**/ 

7. L'expression (III) de la fonction T^ va nous fournir aussi 
l'expression de la fonction génératrice des fonctions G^T^^ G^ étant 
une constante. 
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La série de Lagrange donne, en fidsant 
y = e-t-hf{y) 

d'où, en différentiant par rapport à ^, 

9'w£=T(.)-H:s '7.r.r'"'^y' . 

Posant 
nous aurons 






et la fonnole précédente devient 






^ ^ (— 1)H ^w ^ {(I ^ ;g)tt-t-n— 1 (1 _ ^)^n-i ^ 
OU 



1.2...n d#»» 



(l-t.;i-i.yT^2^i?-H^»)^— «(l-~A-»-/l— 2^^-^^y— P 
1^1 — 2A£r-*-fc2 

La formule (V) donne le moyen le plus simple pour calculer les 
valeurs de TJg) pour ^er = -h 1, et ;8f = — 1; en posant ^ = -^-1, 
la formule précédente donne 

Or 

(1 -ftrP=;S*'' ^^""'Ka.^?.T""'^ - 
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Donc 

T ( ■ n— »^ P(p-*-l)...(p-i-n-l) 

-^ny^^) ^ (a^p^n — l)...(<i-i-p-*-2n — 2) 

On trouvera de la mdme manière 



(12) 



T ( n— (-l)*2«»a(«H-l)...(a-t.n-l) 
•'n^ ^i — (a-^p-m— l)...(a-*-P-f-2n — 2) 



(13) 



Remarquons encore que si Ton fait a = p = 1 , la formule (V) 
donnera 

1 _. ^ (n -^ 1) (n-»- 2). . .2n y ,h 

VTZ"2Âm? -^ 2»»1.2...n »»* 

1.3.5...(2n--l), 



^^aJ 1.2. ..fl . n ' 



ce qui montre que pour a = p = 1 , la fonction ^-^-^-P^ ^) y est 

X. iS* • • f» •• 

égale à la fonction X^ de Légendre, définie, comme on sait, par la 
formule 



^==j^=p = 2*'-^n- 



8. Eocpression du discriminant et de quelques autres fonctions 
symmêtriques de V équation TJjs) = 0, en fonction de n et des para- 
mètres a, p. 

En désignant par a;,, ^a' • * * ^n ^^^ racines de l'équation 
TJijs) = 0, et posant 



s~ ir/-i- a?8*-t- , 



•a;^ 



nous allons rechercher les valeurs des déterminants 



A,= 



Sq, s,,. . . Sj^_j^ 



^1 j ^a > ' • • ^* 



k désignant l'un des nombres 1, 2, . • • (n — 1), n 
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La dernière de ces quantitée 



^= 



^0 > ^1 ? • • • ^1 

Sj , Sg , . . . .8^ 

est égale au discriminant 

n (X^— Xjf= (X,— x^f (x^— x^\.. (oî^.j— x^ 

de cette équation. 

Bemarquons dans ce but, que si X est une fonction entière de 
degré n, X^ — sa dérivée et X^^ X^,. . . X^ les fonctions de 
Sturm, qu'on calcule d'après les relations 

X^QX^^.X,, X,^Q,X,^X,,. . .X,_.=C„^,X,_ -Z, (13) 

Q9 Cw • • Qn--2 ^**^* linéaires dans le cas général, on aura, 
d'après un théorème de M. Sylvester et Borchardt, en désignant 
par Aj^ le coefficient du terme le plus élevé dans Z^ et par x^, 
x^,. . . a?^ les racines de l'équation X = 0, 

A^A^'''^\^i^k^^(^i-x^f'''{Xk^i-Xj)K{x^Xj^^^^ 

d'où il suit que 



\^ 



^0? ^ij • • • ^i 



'*-! 



^1) ^2> 



= 2(x,— x,f...{x^_^-x^f 



>i 2 J 2 J2 A 



(14) 



(Voir Serra, Cours d'dgbre supérieure T. I, pag. 570 et sui- 
vantes). 
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On voit donc que pour calculer ces fonctions symétriques des 
racines de l'équation X = 0, on n'a qu'à calculer les coefficients A^ , 
A^j. . . A^ dans les relations (13), ou ce qui revient au môme, de 
développer en fraction continue la dérivée logarithmique de X. 

Passant à notre cas, nous aurons 

divisant T^ par nT^^, nous obtenons 

B étant une fonction entière de degré n — 2 et Q linéaire. Met- 
tant cette valeur de T^ dans la formule (1), en y faisant 

on obtient 






1 

1 
ou, remarquant que 

■ 1 
I (1 -H ;»)« (1 - ^)P J^l, . <2 <?„_, d;er = 0, 






on aura 



1 
— 1 



I' 



d'où il suit que 



R=^tZ,, 
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A étant une constante. Donc on aura la relation 

T,= QnT^l,^ATZ,...: (U) 

Pour déterminer la constante A, multiplions les deux membres par 

et intégrons entre les limites — 1 et -*- 1; nous aurons 

-+-1 

— 1 

-f-i 



— 1 



En remarquant que les coefficients des termes le plus élevés dans 
les fonctions T^^^^ sont égaux à l'unité, on aura 

J(l -^,)—^il-zf-^T„.{l-^)TZj^ 



— 1 



= — f (1 -4- «)— ' ( 1 — ef-' T^ de 



— 1 
-•-1 



J(l _H^)«(1 -zfT'^l,nQT'^Jz== 

— 1 

-+-1 
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alculant toutes ces intégrales au moyen de la formule (lY), on ob- 
tient après des réductions faciles 

A_ 4(n-^l)(a-4-n-l)(?-i-n~l) 

-^ (a-*-p-*-2n — 3)(a-+-p-H2n — 2f 

Ainsi, nous avons dans notre cas la relation 
où • 

Y_Z T^> Z 4(n-l)(a-»>n~l)CP-4-fi-.l) /ii«\ 

£n suit«, en remplaçant dans la relation 

a et ^ par a-^-l^ ^-^l» ** pu* n — il% on aura, en faisant usage de 
la formule i^S) 

OÙ 

X :as pc^HTons d«>nc écrire le sjsî<-me siiÎTant de relations 



.=î^.C^.-'*C. 



^/=î/r: -ï,r. 



(ta) 
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Multiplions, en posant l^ = w, les équations du système (1 5) re- 
spectivement par 

Le système (15) prendra alors évidemment la forme du système 
(13) et nous aurons 

en général 

Z^ = /j Zj, . . Ij^ 2'J!i^, ft — impair 

Donc, on aura 

A^ = lil^ . . l^ dans le premier cas 
et V 

Aj^ = lJ^. . . Ij^ dans le second, 

d'où il suit, dans l'un et l'autre cas 

A^ A^. , . ^^k~-\ ^A= ^*= ^1 ^2 • • • '^— 1 hj 
les quantités Z^. . . Ij^ étant données par les formules (14 a), (14 b) et 

Pour & = n, on aura la valeur du discriminant de la fonction T^ 

. _ 2^<^~^>2»3^.n>-*-l)(a-f-2)^..(a-4^-~l)^~HP-^l)(M-2)^..(p--t-^i~l^ 

^vT (a-+-p-*-n— 1)«— i (a-i-p-+-»)«». . .(«-♦-p-i-2n— 2)*'*— * V * "/ 

9. Le résultat précédent, ainsi que le théorème suivant ont été 
énoncés par M. Stieltyes (Yoir Comptes rendus 1885). 
Théorème. La fonction de n variables indépendentes 

OÙ A^ = n(ir^ — Xj)^^ a et p > et a?! , aîg, . . . x^ restant entre les 
limites — 1 et -+- 1, atteint sa valeur maximum quaïid rCi, a;^, . . . 
x^ deviennent égales aux racines de l'équation 
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Démonstration. 

Les équations qui déterminent les valeurs de x^ x^j. . . x^, 
correspondant au maximum de 0^ peuvent être écrites sous la forme 

1^ = ou ^ = 

pour % = !, 2, 3,. . . n. 
Or 

lg0 = a[lg(l -Ha;,)-*-. . .-.-lg(l -*-a;J]-HP[lg(l-Ha;,)-H. . . 



Donc, on aura 



1 , ^l8An _0 



l -•- «sj 1 — teit dxk 

(0 
Posant 

nous aurons 

(»■) 

c'est à dire 

(<-a!t)y'(<)-y(t) _ -y 1 ,.^,. 

et &isant ^e^ = a;^^, on aura 



2 <p'((rji) ^a!ji-«C( 



W 

Donc 

d«» 9' («*) 

et l'équation (17) donnera 

(l-a;j»)9"(a;j)-.-(a — p — (a-Hp)a;j)(p>j) = 
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pour fc = 1, 2, . . . w, d'où il suit que la fonction entière de degré n 
(l_^«)<p"(^)_^(a_p_(a-*-p)^)<p'(^) 

ne difière de <^{z) que par un facteur constant. En comparant les coeffi- 
cients du terme en ^**~~*, on trouve pour ce facteur la valeur 
— n(a -*- p -I- n — 1) et on aura pour déterminer la fonction <p(^) 
l'équation différentielle 

(1 _^2) <p'' (^)-t-(a— p— (a-*-p)£r) 9 (^)H-n (a-f-P^-n— 1) <p(^)=0 

identique à celle qui détermine la fonction T^{z). Remarquant enfin 
que deux solutions entières de cette équation ne peuvent différer que 
par un facteur constant, nous trouverons 

ce qui achève la démonstration du théorème. 

Pour avoir la valeur même du maximum de (P, remarquons que 
pour ff{z) = TJ^is)j d'après les formules (12), (13) et (16), on aura 

Max.(P=[(lH^,)(l-*-^,). • .(1-Hcjr [(l-a;J(l-a;^. . .{l^-xjf^ 

=[(-ir^n(-i)r[^n(-^i)]^\ 

c>n(a-+-p-i-n— 1) 1.2g.3g...n^tt«(tt-i- l)«-»-^..(a-»^-l)«-*-'*--^ pP(P-*-l)P-*-^..(p-4-ft>-l)P'»-*»— 1 
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Oltapitre IV. 

Calcul approximatif des Inté^ales. 

1. Soit Q{x) une fonction quelconque de x, développable suivant 
les puissances ascendentes de la variable, pour toutes les valeurs 
comprises entre les limites a et & 

Q{x) = Oq-h a^x-t-,..-*- a^„_, a5*"~'-f- aj^aJ*"-^ . . . 

Désignons par 0{x) l'ensemble des termes de degré ^2n — 1; 



Qix) = 0ix)^a^^i>r^a^^^ 



Soit encore f{x) une fonction donnée, restant positive entre les 
liïïîites a et 6; multipliant les deux membres de Tégalité précédente 
par f{x)dx et intégrant, nous aurons 

h b h 

\f(x)Q(x)dx= \fix)0(x)dx^a^^ pVa;-i-. . . 



Désignant par |^^ la n°* réduite dans le développement de l'in- 
tégrale 

h 
a 
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en fraction continue^ par ^i, ^^g^- • -^n ^^^ racines de (fjjs) et appli- 
quant à l'intégrale du second membre la formule (H) ch. I, on ob- 
tient 

6 .^ b 

a ~" a 

OU, remarquant que 
on aura la formule 

b 
a 

e, e^,. . . étant des quantités^ indépendentes de la forme de Q{x) et 
qui peuvent être calculées à priori. 
Donc, on peut dire que la formule 

b ^^^ 

[f(a.)o(^)i^= 2|jgû(.,) (i) 



exacte, quand Q(x) est un polynôme de degré < 2n — 1, donne une 
valeur approximative de Tintégi-ale 

b 

\f{x)Q{x)dx 

a 

dans tous les autres cas et que la correction, c'est à dire la quantité 
qu'il faut ajouter à 



2^°w 



•=1 

6* 
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pour obtenir la valeur exacte de l'intégrale est une fonction linéaire 
des coefficients a^^ ^«n-^-i^* ' • ^^^^ ^® développement 



.sn 



Q{x) = a^-f- a^x -4- agor^-f- . . -*- a^^é 

les facteurs, qui multiplient ces coefficients peuvent être calculés 
d'avance à Taide des formules 



._ 



a 
h 
6,= U 









et de cette manière on peut se rendre compte de la grandeur de l'er- 
reur qu'on commet en prenant pour la valeur de l'intégrale 



o 

ïmaix) 



t)dx 

a 

la valeur de la somme 



2feêî°w- 



i=l 



Mais nous verrons dans la suite qu'on peut assigner deux limites 
entre lesquelles cette erreur est comprise, ce qui est trés*important 
dans les applications. 

S. Avant d'aborder cette question, arrêtons nous sur quelques 
cas particuliers de la formule (1) remarquables à cause de leur sim- 
plicité. 
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a) Posons dans la formule générale 



(mm 



^(Î') = VT=^'«=-1'& = -^1 



nous aurons 



-f-i 



j dy TC it 



* — 



2*-(^~V4r2-l) 2f ^ 



2«— , 



D est facile de voir qu'en posant z = Cos w, on a 

En effet, cette fonction vérifie les équations de définition 

-f-i 
J^^=L=<p^(y)y'rfy = 0, pouri = 0, 1, 2,...(n— 1) 



— 1 



ou 



car 



7C 

9^ (Cos o) . Cos' Q (io = 



n 

I Cos no Cos' o d(o = 0, pour t < w. 
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Les racines de l'équation 

9^(£f) = Co8no = 
sont données par la formule 



jef^=Cos^~jp7c, i=l,2,...n. 



Posant pour abréger ^^^ ic = a, on aura 



-♦-1 ^ 1C 

jjnW) j 9n (y) ^y «^ Sina | CoBnm 

hk(U) ~J (y- «<) 9n i'i) YT^^ ~ « Sin naj Cos « - < 



Sina r 

"^nSinna I 



Cos fitt — Coi na 
Gos u — Go8 a 

Ô 



7» OUI v»« I vniD w — * vus « 



Or 

Cos m» — Cos «a Q. 

C08«l-C08« »lïl« = 

= Sinna H- 2 Cos O Sin (n — 1) an- ... -i- 2 Cos (n — 1) co Sin a. 
Donc 



Noua avons ainsi la formule 

1 






-1 »=1 
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Les quantités ^^. sont indépendentes de z^ dans ce cas; cette 

]>ropriété.est caractéristique pour la fonction f(y) et n'est remplie que 
pour 



es limites de l'intégrale étant — 1 et -+- 1. 

(Y. ma note sur les quadratures. Nouvelles annales de math. 
1876). 

b) Posant 

f(y) = yi-î^ 
on a 

-4-1 



J 



Vl—y^dy ^ 



1 



2# 2g ^ 



g^Vg*--! 2g — 

2# — 



Faisant jsf = Gos o^ nous aurons 

.y Siii(n-4-l)>> 
^n^^J Sinw 



comme il est aisé de vérifier; en effet 



yi— î^9„(y)^„_^(2^)dy=== Sino.Sm(n-*-l)o^^_^(Coso)rf^ 

-1 

= I CosnG)»^_j(Coso)do — I Cos(n-*-2)o^^^^(Coso)rfo=0. 



Les racines de l'équation <fjz) =• sont données par la formule 
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posant ^ = a, on aura 



K 



^n (U) I Sin^flt Sin (n -f- 1) g Sin a ~ Sin (n -h 1) ti) Sin i , 

^ Çn'('t) I (w -»- 1) COB tic Coscd — Cos ot 



n-#-l^* \n-i-iy 

Nous avons ainsi la formule 

-♦-1 

/• 1=11 

\0ix)VT^:^dx = j^^^il-e^?)0iz,) (B) 

donnant^ comme la précédente un résultat exact, quand 0{z) est- un 
polynôme de degré <2n — 1 . 
c) Posant 



m=Vï^y^ 



on a 
-♦-1 



jV\^,-^,-r.{^-yi^y 



27C 



2*-i-l i 



2. ^ 



2f — 



Sin — 5 — u 

9„ ('S') = 5—. poor « = Co3 o 

Sin^ 



2»-*-l 
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-H J 



t=n 



\^,^mx = 2|ît2(1 -^)^i^i) (C) 



- 1 •^^ 



^^=C08;^*'^ 



2n-f-l 

3. Passant maintenant à la recherche des limites de Terreur 
dans la formule générale des quadratures (1), nous allons nous 
fonder sur une formule très remarquable de M. Hermite, donnée par 
loi dans une lettre^ adressée à Borchardt et insérée dans le T. 84 
du Journal de Borchardt. 

La formule d'interpolation de Lagrange donne Texpression d'un 
polynôme entier de degré n — 1 dont les valeurs pour n valeurs parti- 
culières de la variable sont égales iux valeurs correspondantes d'une 
fonction donnée. On peut se proposer, plus généralement, de déter- 
miner un polynôme entier 0{x) de degré a-i-p-#-YH -+-X— 1, 

qui satisfasse aux a -+- p h h X conditions suivantes 

Q{x) étant une fonction doniîée, et a^, a^, . . . a^ les valeurs particu- 
lières de la variable, ou autrement, de construire une courbe para- 
bolique 

y = ^{x) 

qui ait avec la courbe donnée 

y = Qix) 

un contact d'ordre a — 1 au point a^^ d'ordre P — 1 au point a^, etc. 
La question est évidemment déterminée et la formule de 
M. Hermite donne l'expression de la différence 

Q{x) — ^{x) 
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80Q8 une forme très propre pour la détermination des limites de Ter- 
reur qu'on commet en remplaçant la fonction Q{x) par le polynôme 
0{x) dans le calcul approximatif de l'intégrale 

b 

\f{x)Q{x)0ix)dx 

a 

et nous verrons que la formule (1) n'est qu'un cas particulier des 
formules qu'on obtient par cette voie. 

La formule de H. Hermite s'écrit comme il suit 



où 

Fix) = (x—a,fix—a,f. . .(a;-aj* 
u = {x- a^)t,-*- (a,— a^t^-*-...-t- (o^_, - oJ<^-*- a„ 

â = («,- «xf-* («,- </- . : .(1 -t„f-' 

Nous allons vérifier cette formule, en effectuant les intégrations 
du second membre. 

Intégrant par parties^ on obtient 





où 
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En poursuivant le môme procédé, on trouve 






0<">(«)(<,-</-(«,= 



«a»-'Q(q-')(c) 



X — a, 



(a-l)t,«-*Q«'-«)(c) 



(a— 1)(b— 2). . .2. . .qW-*> (t>) 
( g — l)(tt— 2)...2.1Q<°— »'(Wt) 



OÙ 



«,= (a; — Oj) <,H- (a,— a,)t,-t-. . .-+- (a„_,— a„) <„-i- a„ . 
Donc, en désignant par ilf le second membre de la formule (2) et 



on aura 



1 t„ 



^= riraf*^*''-' • • •jo^°~''W'^i^^«-^«(^)- -(3) 







où 



1 *« 



^l(^) = f(|^f^'nj^^^ • • •j«(^)^l*3 







désigne, comme on voit, un polynôme entier en x de degré a — 1 . 

L'intégrale multiple dans le second membre de la formule (3) 
est de la même forme que M^ le nombre des quantités a^ , a,i- • -a^ 
et le nombre d'intégrations étant diminués d'une unité. 
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Nous pouvons appliquer à cette intégrale la môme transformation 
et poursuivant ce procédé nous arrivons à la formule 

1 



0Jix) désignant un polynOme entier en x de degré a — 1 . 
Or, comme 

1 

Î^Jo<^>|(a;-fl„)^„H-aJ(l -tj'-^dt„ 



nous pouvons écrire définitivement 

M=Q{x) — 0{x) 

0{x) étant un polynOme entier en x de degré a — 1 = 

a-t-^H -#-X — 1 ; observant encore que M contient comme facteur 

la fonction 

F(x) = {x — aJ'ix~a/...{x — aJ' 

on voit immédiatemment que le polynOme 0{x) remplit toutes les 
conditions du problême. La formule de M. Hermite est donc démon- 
trée. 

4, Nous allons maintenant tirer de cette formule plusieurs consé- 
quences très importantes pour le sujet qui nous occupe. 

Soit 1^^ la n""* réduite de la fraction continue que donne le dé- 
veloppement de l'intégrale 

h 

M — y 
a 
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0j, g B^ les racines de l'équation 

et û(«) une fonction quelconque de z. 
Posons 

O(z) = 0,{z)-^^^{z)6^_^{z) 
où 

t=l 

et ^^__i(^) une fonction entière de degré n — 1. (P(i?) est un poly- 
nôme de degré 2n — 1 satisfaisant évidemment aux conditions 

0(^.) = û(;8f.), ê=l, 2,...n; 

quand à la fonction 6^^^{0\ on peut la déterminer de sorte que les 
quantités ss^^ z^^* * -z^ deviennent racines doubles de l'équation 

c'est à dire qu'on ait aussi 

0'(^,) = û'(^,), i=l,2,...n. 
Eemarquant dans ce but que 

on aura pour déterminer la fonction 0^^^{à) les n équations sui- 
vantes 

c^„_il^<;— ^;T(ij5 , »— 1, j,.. .n 
et la formule d'interpolation de Lagrange donnera 

» = 1 
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Cela posé, appliquons la formule de H. Hermite, en y faisant 
a = p = ... = X = 2; on aura 



où 

Supposant que la variable g reste entre les limites a et 6, obser- 
vant que u reste évidemment toigours entre la plus petite et la plus 
grande des quantités m, z^, e„. . .z^, nous pouvons écrire 

ûW-*W = ^^l^^ w 

l désignant un nombre intermédiaire entre a et 6, et le coefficient 
de z^ dans l'expression de (fj^z) étant supposé égal à l'unité. 
Or, d'après la définition de <p^(j&), on aura 



h b 



a a ~ 

Donc, la formule (4) donne 
b ^^^ h 

a "* a 

Cette formule, donnée pour la première fois par M. Markoff 
dans son ouvrage „Sur quelques applications des fractions continues 
algébriques** (en russe) St. Pétersbourg 1884, fournit l'expression du 
terme complémentaire de la formule (l) des quadratures approxima- 
tives. Elle montre que l'erreur qu'on commet, en prenant la somme 
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pour la valeur do l'intégrale 



b 



est comprise entre les deux nombres 

b 



T:r^\9nH^)f(')dz et ^£L-j^^>^,)f^,)dt, 



M et m désignant la plus grande et la plus petite des valeurs que 
prend la dérivée d'ordre 2n de la fonction Q(js)y quand la variable 
parcourt l'intervalle de a à 6. 

Les considérations exposées ci dessus montrent qu'on arrive à 
la formule des quadratures approximatives (1), en remplaçant la 
courbe donnée 

y = Q(x) 

par une courbe parabolique d'ordre 2» — 1 

y=0{x) 

ayant un contact du premier ordre avec la courbe donnée dans n 
points, dont les abscisses -s^,, ^2»- • --^n s^^* racines de Inéquation 
(fj^z) = 0, pour laquelle on a 







C'est en vertu de ce choix des points du contact que Tintégralo 

h 

\f{x)Q{x)dx 
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s'exprime par les quantités Q{b^) seules et que les termes, dépendents 
de QX^^) disparaissent dans l'expression approchée de l'intégrale. 

5. Considérons encore le résultat auquel on arrive, en rempla- 
çant la eourbe 

y=Q{x) 

par une courbe parabolique d'ordre 2n — 1 

qui coupe la courbe donnée aux points a et & et la touche en w — 1 
points ^1, ^2, . . .^„, dont on pourra disposer de la sorte que dans ce 
cas aussi les termes en û'C^e^,) disparaissent dans l'expression appro- 
chée de l'intégrale. 
Posons 

où 

t=0 

en posant 0^= a, z^= b. 
On aura 

Disposons ensuite de 0^_^{z) de sorte que ^i, ^a? • • ^n— i ^®" 
viennent racines doubles de l'équation 

0^{z) = Q{z) 
c'est à dire^ qu'on ait 

â>/(;.,) = û'(;.,),t=l,2,...(n — 1) 

ce qui est toujours possible et suffit pour déterminer 0^_J^e\ comme 
nous avons vu dans le cas précédent. 
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Quand aux quantités i^i, e^y. . -^n-^v ^^^^ pouvons en disposer 
de manière à avoir 

h 
a 

eo>.qui donne pour 9(0) l'expression suivante 

9{i^) = {^-a)(z-b)W^^{^) («) 

^n— 1(^) désignant le dénominateur de la (n — 1)"* réduite dans le 
développement de 



I 



h 

/(y)(y-«)(^-y) 



a 

n — 1 



en fraction continue et supposant le coefficient de g dans W^_^{js) 
égal à 1. La formule de H. Hermite donne ensuite pour toute va- 
leur de z entre a et 6 

Or 

a a ^ 

OÙ h 

a 

Donc 

b 

\Q(z)f{z)dz = 

a 

h 
t=sn 



1^)^('i)^r^\f(^)('-^)^'-^)^n-r(^)^^ (7) 

i=0 •^ 

a 

la fonction 9(i^) étant donnée par la formule (6). 

6 
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6. On aura encore deux formules analogues, en considérant les 
courbes paraboliques 

d'ordre 2n, ayant avec la courbe donnée un contact du premier ordre 
en n points -e^n ^2>- • -^n? ^^^* ^^ disposera convenablement et la 
coupant en outre respectivement au point a ou au point 6. 
Posons en premier lieu 

^{^) = {z — a){z — z;)...{z — z^ 

i=0 

déterminons 0^^^{z) de sorte que ^u z^^^ - -^n deviennent racines 
doubles de l'équation 

Q,{z) = a{z). 

Disposons à» z^^ z^^. , .z^^<à manière à satisfaire à la condition 






h 

a 

ce qui donne 

<f{z)={z-a)U^{z) (8) 

t/^ {z) désignant le dénominateur de la n°** réduite dans le dévelop- 
pement de l'intégrale 

b 



\' 



«^* 



avec le coefficient I du terme en z^ 
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Posant, comme plus haut 

b 

)-y(y) 



m==jf(y)^^^^'dy 



et appliquant la formule de M. Hermite, on aura 

b 



a 



I^'°W-if^,[«')('-«)'7.'W<fa . . .(9) 

i=0 ^ 

a 

En raisonnant d'une manière tout à fait analogue, on trouve, en 
posant 

9W = (^-&)^n(^) (10) 

VJ^g) — désignant le dénominateur de la n"** réduite dans le déve- 
loppement de l'intégrale 

b 



' — y 



avec le eoefficient 1 du terme en ^*, et 



m=jf(y)^^^^'dy, 



6* 
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la formule suivante 
b 

a 

a 

1. Les formules (5), (7), (9), (11) mettent en évidence les 
quatres inégalités suivantes, données par M. Harkoff dans l'ouvrage 
cité plus haut. 

Dénotant toujours par ^{z) la fonction liée à <f{a) par la formule 






et conservant les notations précédentes, on aura 

1) Posant 

b 

\Q{z)f{z)dz>^^^Çl(z^)...... (D 

a 

si Q^^^Xz) > 0, pour toutes les valeurs de z entre a et h. 

2) Pour 

ff(z) = {z — a){z-h)W^__,{z) = {z — z>)(z—z,)...{z — z^ 
Wz)f{z)àz < ^^yQi'i) (H) 



;?«= û, Z =b 

^0 *•? *^fi 
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sons la même condition 

Q^^\js) > 0, pour a<0<h. 

Les inégalités I et n se changent en égalités^ quand Q(z) est 
un polynôme entier de degré <2n — 1 . 
3) Pour 

h 

o(^)/-(^)d.>2|^ (m) 



t=0 
a 

sous la condition 

0(«-*-i) (^) -v, Q^ pour d <: / < 6. 
4) Pour 

»=n-+-l 



b 



[o(^) A^)<fo < 2|7|So(^<) (iv) 

^ t=l 

a 

BOUS la même condition 

Les inégalités m et IV se changent en égalités, quand Q(z) est 
un polynôme de degré < 2«. 

8. Il importe de remarquer que les coefficients de Q{is^) dans 
toutes les quatre formules précédentes sont des nombres positifs. 
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A l'égard de la formule I cela résulte du théorème 4, eh.I; dans 
la formule II, nous avons 

b b 

<p'(o) — j i^y) (y - «) 9' («) ^y — j i^y> {b - «> tf„_, («) ^y 



a 

h 






Ces nombres sont positifs, en vertu du théorème 6, ch. I; nous 
avons ensuite 

6 

9' M ~j '^^ (^i- a) P> - zi) (y - Mi) W^^,(Mi) "^y^ 
a 

ce nombre est positif, comme on le voit d'après le théorème 4, ch. I, 
en y changeant f\y) par f(y) {y — a) (b—y) et remarquant que a<iz. <&. 
On se persuade de la même manière, à Taide des théorèmes 4 et 
5, ch. I, que les coefficients dans les formules III et IV sont aussi 
positifs. 

9. Nous donnerons, en terminant ce chapitre, les expressions 
explicites des polynômes (P(-?), 0^{z\ 0^{z\ 0J^z) dont nous nous 
sommes servis en établissant les formules des quadratures appro- 
chées, en laissant les quantités ^i, ^2j- • -^«j racines doubles des 
équations 

0{z) = Q{z\ 0^{z) = 0(4 etc. 

tout à fait arbitraires. 

Tous ces polynômes s'expriment linéairement par les quantités 
Q{z^y Qr\z^ et la manière la plus simple pour arriver à leur expres- 
sions explicites est de prendre pour point de départ la formule d'in- 
terpolation de Lagrange et de rechercher la limite de la somme de 
deux termes, en fiiisant tendre vers zéro la différence entre les deux 
racines correspondantes. 
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Ainsi, pour avoir l'expression du polynôme 0{z) de degré 2n — 1 , 
satisfaisant aux conditions 

pour i= 1, 2y. . .n, nous l'écrirons sous la forme 

(2>(.) = Lim.2[(7:=|^)Û(^.)-(7=1^0(Ç*)] d^) 
pour ^i=%49 où 

Posant 
on aura 

En substituant ces expressions dans la formule (12) et passant 
à la limite s = 0, on trouve sans peine 



Or, à la limite 



»=1 



où 
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et la fonniile précédente donne 

-ÎC(7=W(rJ('-'^«'W m 

t'ai 

On trouve de la même manière pour le polynôme 0i{e) de dégjé 
2n — 1, satisfaisant aaz conditions 

â>^(a) = O(0), 0,(6) = 0(i) 
<P,(^,)=Û(«^, â>/(ir,) = û'(^^ 

pour « = 1, 2, . . .(w — 1), l'expression suivante 

â>,(^) = 

où 

<p<^) = (^— a)(^ — «,). . .(« — ^„_,)(^— 6). 

Enfin, le polynôme 0^e) de degré 2n, satis&isant aux con- 
ditions 

<P,(a) = 0(a) 

0,(^^ = O(^,), <(^^ = 0'(^,) 
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pour « = 1, 2, . . .n, aura l'expression 

2[i?4wïsJS[|M«-^.)^!lo(-,W«-«Jo'w](15) 



»=1 
où 



9(^) = (^ — o)(^ — O- • -(^-^O- 
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Sar les valeors limites des intégrales. 

1, Dans un mémoire, inséré dans le ^Journal de mathématiques 
pures et appliquées de Liouville, 1874* M. Tchébicheff révéla une 
question sur la recherche des valeurs limites des intégrales qui peut 
être énoncée de la manière suivante: 

Etant données les valeurs des ji. -♦- 1 intégrales 

f{y) dy, j f{y) ydy,.. :\ f{y) t dy, 

a a a 

fiy) désignant une fonction inconnue, continue ou discontinue, assu- 
jetie seulement à la condition de ne pas devenir négative entre les li- 
mites a et 6, il s'agit de trouver le maximum et le minimum de la 
valeur de l'intégrale 

X 



[ 



f{y)dy 



X étant un nombre quelconque donné, compris entre a et b. 

En généralisant encore la question, on peut demander, en conser- 
vant les mômes données, de trouver le maximum et le minimum de 
rintégrale 



l 



Q(y)f(îf)dy 
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Qr{y) étant une fonction donnée quelconque, continue entre les limi- 
tes a et 6, et assujétie à quelques restrictions concernant les signes 
de ses dérivées des différents ordres 

Q{y), Q\y\ û'^t/),- .Û^'^^'Uy), pour a<2/<6. 

Cette question a été résolue pour la première fois par M. Mar- 
koff dans Touvrage jcité plus haut. Nous allons exposer ici la solu- 
tion de cette question, en conservant au fond les mômes principes sur 
lesquels repose la résolution de M. Markoff, mais en simplifiant les 
démonstrations et l'exposition des résultats définitifs, à l'aide des 
considérations exposées au ch. I. 

Comme la fonction f{y) peut être discontinue, nous n'exclurons 
pas du système des valeurs de l'intégrale 



a 



ftiy)mdy 



parmi lesquelles il s'agit de rechercher la plus grande et la plus pe- 
tite, celles qui correspondent à la supposition que f{y) soit égale à 
pour toutes les valeurs de y entre a et 6, à l'exception d'un certain 
nombre fini de valeurs iz^i, a;^,. . .^„, pour lesquelles f(jf) devient 
infinie de la sorte que 

Lim. f{y)dy — m^., pour e = 0, 

m^ étant un nombre fini positif. 

La valeur correspondante de l'intégrale 






QW{y)dy 



est alors représentée par la somme 
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x^y x^,. . .x^ étant celles des quantités a?!, a?2, . . .a?^ qui ne surpas- 
sent pas X. 

Pour abréger le langage, nous considérerons les éléments de 
l'intégrale 

b 



J 



f{y)dy 



comme masses des points situés sur une droite ^5 et les diverses va- 
leurs de y comme distances de ces points à un point donné 0, en &i- 
sant correspondre les points A^ X, 5, aux valeurs 

y = a, y^x, y = b 



A 

Les données du problème 



b b 



«0= \f(lf)dy, «1= f(y)ydx, . . .a^= \f(2f)y^dy 



seront alors la masse de la droite AB et les moments des divers 
ordres de cette masse, en convenant' de comprendre sous le nom de 
moment d^ordre k de la masse d'un système de points rangés en 
ligne droite, par rapport au point 0, la somme des produits de la masse 
de chaque point par la k"^ puissance de la distance de ce point au 
point 0. 

Dans le cas de û(y)= 1, c'est donc le maximum et le mini- 
mum de la masse 

X 



!' 



\mdy 

I 

du segment AX qu'il s'agit de trouver. 
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2. Indiquons^ avant d'entrer dans les détails de la recherche, la 
marche que nous aurons à suivre. 

Figurons nous qu'on ait concentré la masse de la droite entière 
AB dans un certain nombre de points isolés, parmi lesquels se trouve 
aussi le point donné X et proposons nous de déterminer les distances 
^19 ^s)* * '^ifc ^^ ces points au point et les masses correspondantes 

de :1a sorte que les données du problême conservent leurs valeurs, 
c'est à dire qu'on ait 



* f 



(X 



le f 

1 ^ 



a 
h 

a 



* f 



Parmi le nombre infini de ces concentrations nous ne considére- 
rons que celles, où le nombre des quantités inconnues x^j m^ est 
égal au nombre des équations de condition. 

Nous étudierons ensuite les conditions de possibilité de ces con- 
centrations et nous donnerons les valeurs de l'intégrale 



a. 



Q(y)f{y)dy 



qui leur correspondent. Nous démontrerons enfin que ces valeurs sont 
précisément les maxima et minima cherchés. 
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Nous allons distinguer deux cas du problême; dans le premier le 
nombre de données est impair, dans le second — pair. 

3. / caSj (JL = 2w. 

Les données sont 

b h h 

%=\fiy)dy, «1= \yf{y)dy,. . ^(i^^=w''fiy)dy 



en nombre impair 2w -h 1 . 

Il est facile de voir que dans ce cas il n'existe que deux concen- 
trations pour lesquelles le nombre des inconnues est égal à celui des 
équations de condition, savoir: 

1) La concentration dans le point X et dans n autres points, où 
les inconnues sont la masse du point Z^w^ et les 2n quantités 
m^, x^ qui déterminent les masses et les distances des n autres points, 
en tout 2w -H 1 inconnues qu'on trouve en résolvant le système de 
2wH-l équations 

n 

^x'^-*-2^<^**=** (*) 

1 

h = Q, 1, 2,. ..2» 

2) La concentration dans les trois points A^X^B (if=a, y=Xy 
y = b) et dans n — 1 autres points, où les inconnues sont les mas- 
ses w^, w^, w^ des points A, Z, B et les 2n — 2 quantités w^, x^ 
qui déterminent les masses et les distances des autres points qu'on 
trouve en résolvant le système de 2w-i-l équations 

n-l 



^m^^a^m^^^xJ'm—oL^ (2) 



* = 0, 1, 2,. .2n 
// caSy jt = 2n — 1 . 
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Les données sont 

b b 



fmdy=a,, (yf{y)dy=ci„. . jy'''-'ny)dy: 



a 

2n— 1 



en nombre pair 2n. 

Les seules concentrations, où le nombre des inconnues est égal 
à celui des équations de condition sont ici: 

1) La concentration dans les points -4 et Z (y = a, y = x) et 
dans n — 1 autres points, où les inconnues sont les masses w^, m^ 
des points A et Z et les 2n— 2 quantités w^, x^ qui déterminent les 
masses et les distances des autres points, en tout 2n inconnues qu'on 
trouve en résolvant le système de 2» équations 

n— 1 

a*w^-i-a:^w^-*-2^/wï^=a* (3) 

1 

Ji; = 0, 1, 2,...(2n— 1). 

2) La concentration dans les points Z et JB (y = x, y = b) et 
dans n— 1 autres points, où les inconnues sont les masses m^ et m^ 
des points Z et jB et 2n — 2 quantités t»^, prédéterminant les masses 
et les distances des autres points, en tout 2n inconnues qu'on trouve 
en résolvant le système de 2n équations 

n— 1 

ir*w^-*-6*w^H- 2^<*^<=«* (*) 

1 

k = 0, 1, 2,. . .2w — 1. 

Pour que ces concentrations soient possibles, il faut et il suJBSit que 
toutes les quantités x^, vérifiant les systèmes d'équations correspon- 
dantes, soient comprises entre les limites a et 6 et que tous les nom- 
bres w^, w^, tWfl., w^ soient positifs. 

4. Résolution du système (1) et conditions de possibilUé de la 
première concentration du premier cas. 



Digitized by VjOOQIC 



*1 



-. 96 — 

Soit <f{g) une fonction entière de e de degré n -«- 1, satisfaisant 
aux conditions 

h 



<f(x) 



= 0, J/-(y)9(y)^n-i(y)rfy = o («) 



qui la déterminent, à un facteur constant prés, au moyen de a^, 

Nous savons d'après le théorème (2) généralisé du ch. I que 
toutes les racines de l'équation 

9^ = 

sont réelles, inégales et que de toutes ces racines il n'y a qu'une 
seule qui puisse tomber en dehors des limites a et b. 
Désignons ces racines par 

En désignant par ù {y) une fonction entière de degré < 2n, on 
aura par la formule de Lagrange 

1 

6 {y) étant une fonction entière de degré <n— 1. 

Intégrant entre les limites a et 6, après aYoir multiplié par 
f{}f)dy^ il vient, en vertu de l'équation (a) 

h 



où 





m=\fiy)^-^^dy (a') 
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Posant successivement 

on aura le système d'égalités . 






1 

4=0, 1, 2,...2n 

qui, comparé avec le système d'équations (1), donne les valeur? sui- 
vantes des masses inconnues 

Les quantités x^ se déterminent comme racines de l'équation 

Il est très facile d'exprimer la fonction (f{z) par les données du 
problème. 

Désignant, comme plus haut, par 

respectivement les dénominateurs de la n""* réduite dans les dévelop- 
pements en fraction continue des intégrales 



h h 

^ — y * J » — y 

a a 



J- 



on satisfaira évidemment à la condition (a), en posant 
^ et ^ étant indépendentes de z. 

7 
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La condition 9 (a;) = donne ensuite pour le rapport des con- 
stantes ^ et J? 

A B 

{a;-t)F„(a;)— (a? - a) l^n («) ' 

Donc, on pourra poser 

(,^a)U^(z), (0-6) FJ^) 
(x-a)U^{x), {x-b)V^(x) 



?(^) = 



la 



Les fonctions U^{^\ V^(z) peuvent être calculées à l'aide des 
quantités «o? *i? • • • ^2n' ®^^^ ^^'^^ connaisse la fonction f{y)^ comme 
nous ayons déjà remarqué on n^ 11 ch. L 

La fonction ^ {z) peut évidemment s'exprimer par les mêmes quan- 
tités, la fonction ç {y) étant connue, comme on voit d'après l'équation 
de définition (a"). 

En passant à la recherche des conditions de possibilité de la 1" 
concentration, c'est à dire des conditions sous lesquelles 

1) tous les nombres x^ sont compris entre a et 6, 

2) tous les nombres m^., m^ sont positifs, 

convenons d'abord, pour plus de simplicité, en introduisant dans nos 
calculs les dénominateurs des réduites des diverses fractions conti- 
nues, de faire le coeflScient du terme le plus élevé de ces fonctions 
égal à l'unité ou à un nombre positif quelconque. En vertu de cette 
convention, que nous retenons pour tout ce qui suit, ' en nous rappe- 
lant que toutes les racines des fonctions 

9„(^), Ki'), yM^ WM 

sont comprises entre les limites a et 6, nous aurons toujours des ré- 
sultats positifs en substituant la limite supérieure 6 au lieu de la va- 
riable z dans toutes ces fonctions et un résultat de signe ( — l)** en y 
substituant la limite inférieure a. 

Cela posé, on voit que pour satisfaire à la première de deux con- 
ditions énoncées ci-dessus, il faut et il suffit que les quantités 

(_l)n-iç(a) et 9(6) 
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soient de même signe, car alors la seule racine de 9 {^) qui pouvait 
tomber en dehors des limites a et 6, tombera nécessairement entre 
ces deux limites. 

Or, d'après la formule I-a 

(-ir^'^{a) = {-ir^'{x-a){b-a)VJa)U^{x) 
9{h)=={x-b){b-a)U^ib)V^{x). 

Donc, observant que pour a < a; < 6 

{x-b){b-a)U^{b)<0 
{-lf-^\x-a)ib-a)V^{a)<0 

on voit que (— l)'*^*9(a) et 9(6) sont de même signe, quand les 
nombres 

U^i^) et V^{x) 

sont eux mêmes de môme signe. 

Quand à la seconde condition que w^, w^ soient positifs, on voit, 
d'après le théorème 4 ch. I généralisé, qu'elle est satisfaite par elle 
même. Donc, Tunique condition de possibilité de la l'^ concentration 
du I cas consiste en ce que 

DJx) et V^ix) 

soient des quantités de même signe. 

En la supposant satisfaite et désignant les racines de 9 (^), ran- 
gées suivant l'ordre de leur grandeur par 



nous aurons pour les valeurs de l'intégrale 



n 



X 

a 
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étendue sur le segment AX, les formules 



J/-(y)0(y)Aî^)=2?|-!û(^*)-^?iû(^) (A) 



OU 



\fiy)Q{y)dy= ^^^Q{=^,) (B) 

•' 1 

a 

selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB 
de la droite AB. 

5. Résolution du système (2) et conditions de possibilité de la 
seconde concentration du premier cas. 

Composons une fonction entière de degré n -»- 2 

<fi^)=^A^{z — a){z — b){z — x){z — x,)...{z — x^^) 

satisfaisant aux conditions 

9(a) = 0, <p(6) = 0, ?(a^) = 



et 

b 



1 



fiy)9iîf)^n-z(y)^y=<i (y) 



Pour toute fonction 0(t/) entière de degré 42n on aura, comme 
précédemment, la formule 

Jo(y)/'(y)%= 



û(«)|^-."(«')^-"(-)||-î-2û(^,)^ 



n— 1 
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où 

b 

,»(y) — yW, 



^(^)=jm'-^ 



Posant snccessiTement 

û(2/)=l,y,y,..y", 

on obtient un système d'égalités qui, comparé avec le système (2), 
donne les expressions suivantes des masses 

^a— (p'(a)' ^6— <p'(5)' ^o?— (p'(a?)' ^~ VWV 

Les quantités x^ se déterminent comme racines de Véquation 



(j — a) (;? — b) (;er — a;) ' 



La fonction (f{z) s'exprime facilement par les données du pro- 
blêm.e; en effet, posant 

q> (js) = (3 — a){B — b)(ù (b) 

on aura, pour déterminer la fonction entière 0(0) de degré n, les équa- 
tions 

h 



J' 



\m(y-a)ih—y)o(p)û^^(i,)dy = 0. 

a 

o{x) = 0. 
On satisfaira à la première, en posant 

et la seconde donne 



Vni^) -Un(xy 
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Donc, on pourra prendre 

<f{z)^{z — a){z — h) 






.Ib 



Toutes les racines de 10(0) sont réelles, inégales et il n'y a qu'une 
seule de ces racines qui puisse tomber en dehors des limites a et b, 
ce qui suit du théorème 2 généralisé du ch. I et ce qu'on peut d'ail- 
leurs vérifier directement en ayant égard à la distribution des racines 
des fonctions U^i^), V^(z) établie par le théorème 7 du ch. I. 

Passant à la recherche des conditions de possibilité de la seconde 
concentration, on voit facilement qu'elles se réduisent aux conditions: 

1) que (— l)**o(a) et o(&) soient de môme signe, ce qui entraîne 
comme conséquence que toutes les quantités x^, x^^y. . -^n— 1 ^ *^^^" 
vent entre les limites a et 6, et 

2) que Jtt^ et ^ soient positifs, toutes les autres quantités 
!^,, %^, ne pouvant être négatives; en effet, désignant par-a;^ une 
racine quelconque de « (e) (sans exclure la racine x)^ on aura 

h b 






et appliquant le théorème 4 généralisé du ch. I, en y remplaçant 
f(tf) par f(y) {y — a) {h—y\ on voit immédiatement que ^t^J > 0. 
Remarquant que 

{-\f^{a) = {-\f\AVJa)-^BV^{a)\ 

et que 

(- ir F„(a), (- irZ7„(a), U^{h), F„(J) 

sont positifs, on voit que la première de deux conditions* énoncées ci 
dessus, est satisfaite quand A^iB ont le même signe, c'est à dire, 
quand 

TJ^{<^) et FJ^) 

sont de signes différents. 



Digitized by VjOOQIC 



~ 103 - 

Ensuite 






a a 

h 



—y\y)(b--a)(AUn(a)^BV^(a)) «2^ 



En ayant égard aux équations 

h h 



Jm(y-a)UJy)dy = 0, \f{y)(b -y)rjy)dy^O, 
a a 

on réduit l'expression précédente à 

b 



OU enfin 






A Un (a) 

a 



Appliquant le théorème 5 ch. I, on voit immédiatement que 



U^{x) et VJx) 



^; > 0, quand j^ ^> ^'^^* ^ ^^^® quand 



sont de signes différents. 



^{h). 



On verra de la même manière que V^A > sous la même con- 

dition. Donc, l'unique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion du I cas consiste en ce que U^(x) et V^{x) soient de signes dif- 
férents. 
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Cette condition, comme on voit, est directement opposée à la con- 
dition de possibilité de la première concentration. 
Les valeurs de l^intégrale 



X 



{y)f{y)dy 



correspondantes à la seconde concentration, sont données par les for- 
mules • 



^ le 

Jo(2,)/-(î^)dî,= û(«) Il -H 2^1o (^.) - ^o(^)- .(C) 



ou 



« jfc 

J - 1 

a 

selon qu'on rapporte le point X au segment uîlX ou au segment JXJ?, et 

désignant celles des racines de 9 {z) qui ne surpassent pas x. 

6. BésoMian du système (3) et conditions de possibUUé de la 
première concentration du II cas (jjl = 2w — 1). 
Composons une fonction entière de degré n h- 1 

<f{z) = A^{z — a)(0 — x){z — x;}. . .{z — x^^) 

satisfaisant aux conditions 

h 

9(a) = o, 9(^) = o, jm9{y)0n^,(y)dy-=^o....iii) 
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Posant, comme plus haut 






on trouvera, absolument comme dans les cas précédents^ que les mas- 
ses inconnues du système (3) s'expriment par les formules 

et les distances x^ se déterminent comme racines de l'équation 



y (g) _, 

(g — a){g — x) 

Posant 



0. 



(p (jg) z=i{js — a) (0 {z) 

on aura, pour la détermination de la fonction entière (ù{z) de degré n, 
les conditions 

h 



> 



\f{z){z-a)ii^{z)6^_^{à)dz = 
On sfttisfaira à la première en posant 



ff^{e) désignant comme toigours le dénominateur de la vT' réduite 
dans le développement de l'intégrale 



h 
{ f{y)àv . 

a 
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et W^__^{js) — le dénominateur de la (n— 1)°"® réduite dans le déve- 
loppement de rintégrale 



f 



f(y){y-a){b-y)dy 



f-y 



en fraction continue. 

L'équation q(x)=zO donne ensuite 



(6~a:)TFn_i(x)' 

en sorte qu'on peut prendre 



'9n(^) 



9(^) = (0— (l) 






.Ua 



Les fonctions 9„(-^), W^__^{^) peuvent être calculées àTaide des 
données a^, a^,. > .(t^__i du problème, comme nous avons remarqué 
aun« 10 du ch. L 

Les conditions de possibilité de cette concentration se réduisent, 
comme il est facile de voir, aux deux suivantes: 

1) que (— l)**G)(a) et 0(6) soient de môme signe, 

2) que |i^J soit > 0. 

La première est satisfaite quand 

sont des quantités de même signe, comme on voit d'après l'expres- 
sion même de o (^). 
Ensuite, on a 

h h 
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Observant que 



il vient 



\f(y)9„{y)dy = 

a 

h 

jMg) ^ -BW^^, (a) r ^ _ . Wn^, (y) . 
(P'(a) — ^9n («) - ^ H^n-i («)J ^ ^^^ ^ ^^ >^n-i («) ^• 



L'intégrale du second membre étant positive, d'après le théorème 
6 du ch. I, et 9^(a) et TF„__i(a) étant de signes contraires, on voit 

que le nombre ^. est positif quand J. et 5 où, ce qui revient au 
même, quand 

9j^) et W^^^ix) 

sont de même signe. 

Ainsi, Tunique condition de possibilité de la première concentra- 
tion du II cas consiste en ce que 



9ni^) et W^__^{x) 



soient de même signe. 
En désignant par 



a<x^<x^<. . .<Xi^<x<x^^^. . .<Xi^^ 

les racines de Téquation 

9(^) = 

rangées suivant Tordre de leur grandeur, on aura pour les valeurs 
de Tintégrale 

X 

JQ(y)mdy 

a 



Digitized by VjOOQIC 



— 108 — 

correspondantes à cette concentration, les formules 



Q(y)mdy = ^J§^Qia)^';^^^Q(x,)^t^^Q(x)..(E) 



a 



k 

JQ(lf)mdy = ^^Q{a)-^^^^Qix,) (F) 

a 

selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB. 

1. RésoliUion du système (4) et conditions de possibilité de la 
secofide concentration du II cas. 

Considérons une fonction entière de degré n -♦- 1 

?W = A(^ — fe)(^ — ^)(^ — ^i).-.(^ — ^n-i) 
satisfaisant aux conditions 

h 

9(6) = 0, ^{x) = (iAf{z)r^{z)O^__^{z)dz = ....(«) 

a 

Posant, comme ci dessus 

h 



^{^)=\m'-^^dy 



on trouve de la môme manière, comme dans les cas précédents, pour 
les masses w^, w^, m^ les valeurs 

^b—y^y ^x—^^(xv ^i—<?'{xiy 
les distances x^ se déterminent comme racines de l'équation 
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La fonction cp (^), comme on s'assure aisément par des considé- 
rations analogues à celles dont on se serrait en traitant les cas pré- 
cédents, aura la forme 

<p(^) = (^_6)(o(^), 
où 



(« - a) Fn—i («) — 9nW 

d'où il suit qu'on pourra prendre 



9(^) = (£f — 6) 



9^(0^), (x-a)W^^^{x) 



..•.Ilb 



Les conditions de possibilité de cette concentration sont; 
1) que ( — l)**(o(a) et 0(6) — soient de même signe, 
2)que^J8oit>0. 

La première est satisfaite quand ~ est > 0, c'est à dire, quand 
sont de signes différents, et ^ous la même condition ~|j| sera > 0, 



car 



9'ih) 



b ' 



a a 

est positive pour 5 > 0, d'après le théorème 6 du ch. L 

Ainsi, l'unique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion du II cas, consiste en ce que les quantités 

9n(^) et W^_^{x) 
soient de signes contraires. 
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Cette condition est directement opposée à la condition de possi- 
bilité de la première concentration du môme cas. 
Les valeurs correspondantes de l'intégrale 



X 



f^iy)fiy)dy 



sont ici 



^ k 



ou 



3L 

J 



k 
Q{y)mdy^^mtQ{x,) (H) 



^ lç'(aî,.) 



selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB, 
x^^ x^y. . .Xj^ désignant celles des racines de (p(;8^) qui ne surpassent 
pas X. 

8. Cas 'particulier du problème: maxima et minima de V inté- 
grale 

h 



J 



a(y)f{y)dy. 



Ayant de poursuivre la discussion du problême général, arrê- 
tons nous un moment sur le cas particulier où il s'agit de trouver 
les maxima et minima de l'intégrale 

h 

JQ{y)f(y)dy 

a 
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la limite supérieure étant égale à b, et la fonction Q (y) assujetie à 

la seule condition que la dérivée Q^^'*'^^(i/) d'ordre égal au nombre 

de données 

& & h 



ne devienne négative entre les limites a et b. 

Il est facile de voir que, dans ce cas particulier, la question est 
complètement résolue par les inégalités I— IV du n® 7 ch, IV. 

En effet, considérons par exemple l'inégalité I 






pourO<*">(«)>0, a<«<6 

9 (^) = ?„(«) 

et Sj, s^, . . .«„ désignant les racines de <f^iz). 

Cette inégalité se changeant en égalité quand O (z) est un poly- 
nôme entier de degré < 2n— 1, on aura 



b 



\î^mdy=^^^0,', pourft = 0, 1, 2,. . .(2«- 1). 

a 

• Tous les coeflScients ^^j étant positifs, ces égalités montrent 

que dans le cas d'un nombre pair de données a^, a,, . . . a^^^^, il est 
possible de concentrer la masse de la droite ÂB dans les n points 

La valeur de l'intégrale 

Q(y)f{y)dy 

a 
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correspondante à cette concentration, sera précisément égaie au second 
membre de l'inégalité I et cette inégalité elle môme montre que cette 
valeur est le minimum de Tintégrale considérée. 

Les mômes considérations étant applicables aux trois autres iné- 
galités du môme nP^ nous pouvons énoncer les résultats suivants: 

Désignant toujours par ^ {z) la fonction liée à 9 (z) par la for- 
mule 

h 



W=^m'-^l^dy, 



par Q{z) une fonction quelconque, continue entre les limites a et 6 
et telle que 

Q^'^'\e)>0, poura<;^<6 
et supposant qu'on donne les valeurs 

h b h 

<»'o=\fiy)^y^ ^=\yfiy)dyy" '%=\!^f(!f)dy 

a a a 

fiy) restant positive entre a et 6, on aura pour déterminer les ma- 
xîma et minima de l'intégrale 

h 

\Q(lf)f(y)dy 

a 

les formules suivantes: 
a) (JL = 2n— 1 
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;er,, z^, • • ««n ^^^ ^^ racines de l'équation 

b .^ 



a 



^09 ^u ^2»* * *^ti ^^^^ 1^^ racines de l'équation 

b)ji=2n 

fo(y)mrfy > 2^0(^.) III 

J ft=0 



^ 



^oj ^n ^3>' . -^n ^*^* 1®^ racines de Téquation 



•=n-i-l 



•^ 1=1 

a 

^1, ^2>* • -^ti-^i é^^^* ^®s racines de l'équation 
9(^) = (^-6)F„(^) = 0. 

9. Les quatres inégalités précédentes, en y posant 0(y) = j^'**\ 
donnent le moyen d'assigner les limites entre lesquelles on peut 
4^hoisir arbitrairement dans les exemples numériques la yaleur de 

a 

8 
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ayant d^'à choisi conTenablement les quantités 

Supposons par exemple qu'on veuille trouver les limites entre 
lesquelles on puisse prendre arbitrairement la valeur de 

h 
a 

ayant déjà fixé convenablement les valeurs de Aq) ^n ^* 

Bemarquons en premier lieu qu'ayant pris pour a^ une quantité 
positive quelconque^ on aura pour la limitation de a, les inégalités 
évidentes 

h 
^=^\yf(y)dy^h(x,Q et a^>aa^. 

a 

Ayant fixé les valeurs de a^^ et a^ on aura pour la limitation de 
a, y en faisant usage des inégalités I et II, en y posant 

les formules suivantes: 
D'après la formule I 



1 



où 

et 



a > *i ('i) , 3 /^ \ 



9i(^) = « — ^1 



b 



a 
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a,— «,«0=0, 0^=^ 






d'où il Tient 



a^t'i- 



lift formule U donne d'autre part 



où 



ç(») = (^r — a)(« — t), <p'(«) = 2« — o — h 
«J»(«) = [;e_(a-»- 6)]ao-*- a, 
d'où il Tient 

Oj < (a H- J) «j — aJo^ 



.(X') 



Ayant choisi les valeurs de a^, a^^ a^^ on applique les formules 
III et lY pour limiter la valeur de ag, en y posant 

0(y) = y», n=l. 

On aura d'après la formule III 



où 



( 

J 






9(£f) = (« — a) (« — «,) 
f{z) {m — a){z — s^) de = 0, 



8* 
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ce qui donne 

Og — (a -f- z^ 04-*- a(i^By= 

a 

d'où il vient 

^ = «2— 2aa|-i- a«ao ^^ (a,— 2a aj-H a^aj («j— oo,,) 

oUy en réduisant 

«« = aj— aoio 

La formule lY donne d'autre part 

10. Revenant à la discussion du problème général, nous allons 
démontrer que si la fonction O (^), ainsi que ses dérivées Q'iy), 
0'^(y),. . .0^**^'^(y) ne deviennent jamais négatives entre les limites 
a et 6 de la variable, les valeurs de l'intégrale 

a 

fournies par les formules (^)— (iEO des nn^ 4 — 7, sont les valeurs 
maxima et minima de cette intégrale. 

Nous allons nous appuyer dans cette démonstration sur un théo- 
rème algébrique très simple, donné par M. Markoff dans l'ouvrage 
cité plus haut. 

Théorème. Q{gi) étant une fonction quelconque de e, continue 
entre les limites a et 6, (6 > a), assujetie seulement aux conditions 
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pour a < xr < 6, 0(j?) — un polynôme entier de degré m et c— une 
quantité quelconque, située entre a et b^ le nombre de racines de 
Téquation 

(P(0) = O(«) 

comprises entre les limites a et c, augmenté du nombre de racines 
de l'équation 

comprises entre c et &, ne peut surpasser le nombre m-^l. 

Démonstration. 

Soient x^^ x^,. . .x^ les racines de l'équation 

0{z) = Q{jsf) 

situées dans rintervalle a—c et rangées suivant Tordre de grandeurs 
croissantes 

a<x^<x^...<x^<c; 
soient aussi 

les racines de l'équation 

0{Z)=O 

situées dans l'intervalle c—b et rangées aussi suivant l'ordre de gran- 
deurs croissantes 

Il s'agit de démontrer que ^ ' 

Observons dans ce but que dans nos suppositions l'équation 

0\g) = Q'{z) 

aura l— 1 racines entre x^ et x^y que nous désignerons par 
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entre x^_^^ et a?^_^. Dans le cas où Q'(z) est constamment égale à 
zéro dans rintervalle a — 5, le théorème est érident, car on aura 
dans ce cas 2 -h k — 2 racines de l'équation 

de degré m — 1, donc 

l-^k — 2<m — 1 ou Z-4-fc^tttH^l. 

Dans le cas général où û'(-8f)>0, il est facile de Toir que Téqua- 
tion 

aura encore une racine entre x\_^^ et x^^^. 
En effet, x\_^ étant racine de l'équation 

on a 

Si on supposait que â>'(^) reste > pour toutes les valeurs de a 
entre Xj^^ et x^^, 0{z) serait toujours croissante dans cet inter- 
yalle, ce qui est impossible, car 

0(X^)=:Q{X^)>O 

0iXi_^,) = O, et x\__^<x^<x^^. 

Donc, 0'{js) doit changer de signe dans cet intervalle et l'équa- 
tion 

0^{Z) = O 

aura au moins une racine xf^^^ entre x\j:^ et x^_^^. D est ainsi 'dé- 
montré que l'équation 

0\z) = O 
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anra m moins h racines 

entre x'^^^ et a?^j. D'après cela l'équation 

aura l — 2 racines 

^i <^â • • •<^ /—t 

entre a?/ et x\_^ et l'équation 

* — 1 racines 

entre fl/^^i et x'^^j^. 

Dans le cas où Q"(js) est constamment nulle entre a et &, le 
théorème est démontré, car alors l'équation 

de degré m — 2, aura en tout l-i-k — 3 racines, donc 

/-Hfc — 3^w — 2 ou Z-l-fc<W-Hl. 

Dans le cas général, où O"(^)>0, on Terra absolument comme 
ci dessus que l'équation â^'(0) = O aura encore une racine enti-e 
af\__^ et Xj_^^j c'est à dire en tout h racines entre (xf\_^ et x^^. 
En poursuivant le même raisonnement, on trouve que dans le cas gé- 
néral l'équation 

de degré m h- 1 — î, aura au moins k racines, donc 

fc^m-Hl — l ou Z-4-fc<w-i-l 
c. q.f.d. 
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11. n est facile maintenant, en appliquant t;onvenablement ce 
théorème, de démontrer que les valeurs de l'intégrale 



\Q(y)mdy 



a 



correspondantes aux diverses concentrations, que nous avons consi- 
dérées aux nn^ 4—7, sont les valeurs maxima et minima de cette 
intégrale. 

I €08, fx = 2n. 

a) 1" concentration 

fo(y)f(y)dy = 2^Û(^,)H-^;0(tr) (A) 

J 1 

a 

ou 

\Q(y)mdy = %'^^Qix,) .(B) 

^ 1 

a 

étant les racines de Téquation 

où (f{a) est une fonction entière de degré n-*- 1, définie par les 
équations 

b 

jf{y)9{y)^n^Ay)dy = o («) 

9(a;) = 0, 
et 

6 



*(^.)=/a^)(^^^- 



a 
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Le second membre de la formule {A) peut être représenté sous 
la forme 

5 



i' 



m^Mde 





a 

où 



OÙ encore, en vertu de l'équation (a), sous la forme plus générale 

h 



J' 



où 



On voit diaprés la forme môme de la fonction 0^{z) qu'elle est 
une fonction entière de degré 2w, que jTi, o^g,. . .a;^, a; sont racines 
de Téquation 

et a?j^_^i, ^t^^y* • .^^ racines de Péquation 

Or, on peut disposer de la fonction entière arbitraire ^^_i(^) de 
degré n — 1, de manière à vérifier les n conditions suivantes: 

(P/(:r,) = 0>,), i=l,2,...& 
0^\x^) = Oy i = fc-4- 1, fc-i-2,, ..n. 

En effet, ayant 
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^w M\ Y^mv i^Aur MUsfAiro à ces conditions, 

1 é t^\it.;^^.< 4'iuli^T|y>Utù>u àt Iastu^ donnai masàk Tex- 
4^ c =iî^r« 



*•*• ' i-- 



m 'iv<*k iV^ ît ' N ♦Il ; \v^ ..K • u 






*l .». 






:Tnïk msssLT 



%fc\ *w^V ï> ^. N^* t>v 









V 



•** c T,. 






<: :l.' (^ ctC 



-■> ^-^ 
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dans les intervalles respectifs de a à o; et de a? à &, sont déjà énume* 
rées. La seule racine simple de (P^ {z) = O (0) est z = a;; pour les 
valeurs de z entre % et 0?^^^, la différence 

(Pj(^)_0(i8r) est <0, 

donc, pour les valeurs de z moindres que a?, 

^^{z)—Ç^{z) est >0 

et ne change piig de signe dans tout l'intervalle entre a et x^ toutes 
les autres racines étant doubles. 

(^1 («), étant positive pour x < z<^x^^^^ reste positive dans tout 
l'intervalle de a; à 6. 

Ainsi, on voit que 

^i(^) = Û(;3f), poura<;8r<a? 
^1 W = 0, pour 0? <-er < 6. 

n suit de ce qui précède que 

\a(z)f{z)àz <[^,{z)f{z)dz A^^{z)f{z)àz. 

a a a 

C'est à dire 

|û(.)A.)rf. < 2f^Sû(^,)-H||;0(a;) (A') 

a 

d'où il suit que la valeur (-4) correspondante à la 1" concentration 
est le maximum de notre intégrale. 
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Passant à la considération de la formule {B\ m voit d'abord 
que le second membre de cette formule peut être représenté par l'in- 
tégrale 



b 



[ 



où 

0q(2) étant donné ici par la formule 

Les quantités x^^ x^j^-^Xj^ sont racines de l'équation 
0,i,) = Q{z) 
et Xj Xj^_^^, Xj^_^^ . . ,3?^— racines de l'équation 

On pourra, comme dans le cas précédent, déterminer 0^_^{z) de 
manière que a?,, ajg,. . .a;^^ deviennent racines doubles de la première 
de ces équations eta?^_^p a;^_^, . . .a;^— racines doubles de la seconde. 

La quantité x sera racine simple de l'équation 

0,{z) = Q 

En vertu du théorème du n^ précédent, nous concluons que la 
différence 

0,{z) — Q{z) 

ne changera point de signe dans l'intervalle entre a et a; et comme 

<Pa(a;) — 0(aj) = — O(a?)<0, 

0^{z)—Q{z) restera négative pour toutes les valeurs de centre a et a?. 
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D'autre part, ^^ig) étant positiye pour x^<i2 <.x, cm 

<Pa(a?») = O(a'»)>0 
«t changeant de signe quand e passe par la valeur x, on aura 

^9(^X0, pour x<iz<b. 
Donc 

d>j(£f)<0(jer), pour a<js<,x 

^a(^) = Oj pour « < i8f < 6. 
D'où il suit que * 

X X b 

{mQiz)dz>U,ie)mdz>U,ie)mdg. 



c'est à dire 






ce qui fait voir que la valeur (B) correspondante à la première con- 
centration, quand on rapporte le point X au segment XB, est le mi- 
nimum de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum fournis par les formules (-4) et (B) 
correspondent, comme la première concentration elle même, au cas où 

U,ix) et rjx) 

sont de même signe. 

12. Des considérations entièrement analogues aux précédentes 
s^appliquent à la discussion de la seconde concentration du V cas et 
des deux concentrations du second (|jL=2n — 1) et nous pouvons les 
exposer succintement, sans entrer dans tous les détails. 
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I c«, ji. = 2n. 

b) Seconde concentration 



•Jo(.)A^)rf^ = |t)Û(«)H-i;|^)Û(a=,)H.i|;0(:r)..(C) 



a 
OU 



a 

a<a!,<a;2.- •<a'»<«<«*-H,<- • •<«»_,<& 
étant les racines de l'équation 

où 9 (e) est une fonction entière de degré n-*- 2, définie par les con- 
ditions 

9(a) = 0, 9(&)=0, 9(a') = 

b 

(P) 



fm9(^)^n-^i^)^^ = <>'^^- 



Composons un polynôme entier <Pj (;e;) de degré 2n, d'après la 
formule 

où 

1 

et déterminons la fonction (>n_^^{^) d'après les n — 1 conditions 
0^'{x.) = Q\x.), pour t= 1, 2,...k 
0^\x.) = 0, pour i = A; H- 1 , ft -H 2, • . . (n — 1 ). 
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La quantité x est racine simple de Téquation 

(P,(^) = û(0). 

Cette équation aura les racines simples a et â? et & racines doub- 
les entre a et x. L'équation 

aura la racine simple & et n — 1 —k racines doubles entre x et b. 
Observant que pour x<0< Xj^_^^ 

ou trouve, à l'aide du théorème du n^ 10, que 

(Pi(jer)>0(£j), pour a<z<Cx 
et 

^i(^)=0, pour x<iis<b. 

D'où il vient 

X X b 



a 

Or 







a 

Donc 



ee qui montre que la valeur (C) est le maximum de notre intégrale. 
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¥\vrwM\t «n wcoud Iwu uu polynôme 0,{£) de dégié 2ii, d'après 
UtWrwttW 

l 
#,^^ =0 

#^ .: ^ C ^ >'ur r ^^r^.* 



;^ ;>^ : xi.: ^^x 



^ .- - :c= # ^ -' 
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JT cew, p. = 2n — 1 
a) 1 concentration 



h 



a 
OU 



J 



a 



fc 



0(^)A^)rf^ = ||j0(a)-^2?i"(^') ^^) 



a<a;i<aj,<. . .<a;j<aj<fl5j^i . . .<«, 



n — 1 



étant les racines de la fonction entière <p(«) de degré n-t- 1, définie 
par les conditions 

9(a) = 0, tp(a!)==0 



1' 



fW9(^)<?„_.(^)'*^ = (7) 



Formons un polynôme O^ («) de degré 2» — 1 d'après la formule 

<Pi W = <2>o C-^) -*- 9 («) <?„-,(«). 
où 

1 

La quantité rr; est racine simple de l'équation 

et l'on peut détenniner 0^_J^z) de sorte que x^^x^^. . .x^ soient ra- 
cines doubles de la môme équation et a?^_^p x^_^^^. . .x^_^ racines 
doubles de l'équation 

9 
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On verra facilement, comme ci dessus, que 

01 (-er) ^ Û (j?), pour fl<^<a5 
^iWS^j pour a;<,3<6 

ce qui eûtraîne comme conséquence que la valeur (£) est le maximum 

de notre intégrale. 

En formant un polynôme îPg(^) de degré 2fi— 1, d'après la for- 
mule 

qui diSfere de 0^{z) en ce que x est racine de Téquation 

au lieu d'être racine de Téquation 

nous verrons, eomme ci-dessus, que 

0j(^)<O(^), pour a<0<ar , 
^a(^)^Oj pour x<^<b 

ce qui entraîne comme conséquence que la valeur (F) est le minimtm% 
de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum trouvés correspondent au cas où 

sont de même signe* 
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n cas, jt = 2n — 1 . 
b) 2 concentration 



« k 



a 
OU 

X 



JQi^)md. = ^^^^Qix,)-^^^Qix) (G) 



JQiz)f{z)dz = ^±MQiXt) (H) 

a 

étant les racines de la fonction entière (p(«) de degré n-t- 1, définie 
par les conditions 

9(6) = 0, <f{x) = 
et 

b 

\m9i^)^^M^=o (8) 

a 

En formant un polynôme de degré 2n — 1 

1 

et déterminant ^„_2('^) ^^ manière que a?!, aîg, . . .a?^ soient racines 
doubles de l'équation 

et a?^fc-#.i, ^jH-2'* • '^n—i racines doubles de Téquation 

on verra facilement que 

(Pi(^)>û(^), pour a<,a<,x 
<Pi(^)^0, pour ir<^<& 

9* 
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ce qui entraîne comme conaéquauce riaégalité 



« ifc 



Formuit ensuite un second polynôme de degré 2t>— 1 
I 

1 

où 0^_^{s) fie détermine d'après lea mêmes conditions que ci-dessus, 
m trouve 

<Pa(if)^0(^), pour a<iz<Cx 

<Pa{^)=0, pour œ<Cjs<Cb 

d'où il vient 

^ ft 

a 

Les inégalités ((/) et (ff) montrent que les valeurs (G) et (S) 
sont respectivement le maximum et le minimum de Tint^rale 






m 
correspondants au cas, où 

Ç„(^) et W^^,{x) 

sont de signes contraires. 

13, En résumant les résultats acquis, nous pouvons énoncer la 
solution du problème proposé en termes suivants; 
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Soit f(8) une fonction inconnue qui reste positive entre les li- 
mites a et h\ soient données les valeurs des intégrales 



\f{z)d0 = (i^, Uf(z)dz = QL^,..As^f{z)d0= 



%' 



On demande les valeurs limites (le maximum et le minimum) de 
l'intégrale 

X 



J 



Q(z)f{z)da 



X étant un nombre donné, intermédiaire entre a et & et Û (z) une 
fonction donnée, continue entre les limites de l'intégration et agsu- 
jetie aux conditions 

O(^)>0, O'(^)>0, Q''{z)>0,...Q^^-*-'\z)>0 

pour toutes les valeurs de z entre les mêmes limites. 

Les valeurs limites de l'intégrale proposée sont fournies dans 
tous les cas par les formules 

« jfc 
Jû(.)mrf.<2|^û(a;^-|^jO(^) (M) 



a 

X 



h 



OÙ ^ (z) se détermine par la formule 

b 



w=^m'-^^l^dz, 
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1 
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sii,<Ci,...x^ désignent celles des ra^es de l'équation 

9(«) = 

qai ne surpassent pas le nombre donné x et la fonction ^(e) se dé- 
termine de différentes manières dans les différents cas da problême, 
savoir: 

1) Dans le premier cas, le nombre des données étant impair 
(|t -H 1 = 2n H- 1), la fonction 9 (e) est donnée par la formule 



?(«) = 



ix-a)U„(x), {x-b)V„ix) 



.la 



qui représente un polynOme entier de degré n -1- 1 , vérifiant les 

équations 

b 

>) = 0, miM^)0„_M)<i^ = ^ («) 



ou par la formule 






.Ib 



qui représente un polynOme entier de degré n -h 2, yérifiaot les 
équations 

9(a) = 0, 9(*) = 0, 9(aî) = 0, 
h 



I' 



m9{^)^n-ti^)àz = 0. 



•(?) 









F- 



selon que les nombres Î7^(aî), V^{x) sont de môme signe ou de signes 
différents. Les fonctions U^{z) et V^{is) désignent ici respectivement 
les dénominateurs des n"*** réduites dans les développements des inté- 
grales 

h b 



Ç f(îf)iM-a)dy ^^ r/(y)(6- 



— y)dy 

y 
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en fraction continue de la forme 



Cl » -#- di ■ 



a^ oj -4- bj — , 



«n^-^&n — - 



les constantes c^, c^, . . .c^^^ étant positives. 

2) Dans le second cas, le nombre de données étant pair (ii.h-1= 2«), 
la fonction (p{z) est donnée par la formule 



<f{z) = {a — a) 






Jla 



qui représente un polynOme entier de degré n h- 1 , yérifiant les 
équations 

h 
a 

OU par la formule 



(fie) = ie — h) 



9», ix-a)W^Uœ) 



.Ilb 



qui représente un polynôme entier de degré « -♦- 1 , vérifiant les 
équations 



9(6) = 0, 9 (a;) 
selon que les nombres 



= 0, |, 



A^)?(^)^n-.W'^'^ = 



■(«) 



9„(a') et W„_,(x) 

sont de même signe ou de signes différents. 
Les fonctions 

?J^) et W,^,{z) 
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déBÎgnent ici respectivement les dénominateurs des réduites du rang* 
n et n — 1 dans les déYeloppements des int%rales 



9 O 



en fraction continue de la môme fonne que dans le cas précédent, 

14, La seule inspection des formules la, I b, II a, II b permet 
d'afiirmer que les racines de Téquation 

se succèdent alternatiTement avec les racines les équations qu'on 
obtient en annulant les éléments de la première ligne des déterminants 
correspondants, c'est à dire que deux racines consécutives de réquation 
obtenue par cette voie comprennent une et une seule racine de Yé- 
quation 



En effetj prenons par exemple la formule I a 



Désignant les racines de l'équation 
et les racines de l'équation 



|to 



fftT 
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nous savons, d'après le théorème 7 du ch, I, que les racines de ces 
deux équations se succèdent alternativement, c'est à dire qu'on a 

Ço< \< Çl< '^2< ^2 • • • < "^n^ ^n< '^n-*'!' 

La fonction 9 {0) étant de la forme 
on a, en posant ^ = Ç^, ;8r = Ç^._^^ 



d'où 



9(^--f.i) <ï>(Ct-+-i) 



Or(P(Ç^ et ^(Ç,.4.i) étant de signes différents, il en sera de même 
pour les quantités 9(Ç^), ç(Ç^^i). Donc l'équation 

9(^) = 

aura au moins une racine entre Ç^ et Ç^._^j et comme la même chose 
à lieu pour deux racines consécutives quelconques de F(b\ on voit 
qu'il n'y a qu'une seule racine de 9(^), comprise entre Ç^ et t,._^^. 

On prouve de la môme manière que les racines de <f(z) se succè- 
dent alternativement avec les racines de 0{£i). 

15. Dans les applications des résultats généraux ànn^ 1 3 à des 
exemples particuliers il est préférable de faire usage des équations 
(a), (p), (y), (8) et des considérations sur la distribution des racines 
des équations correspondantes, au lieu d'appliquer directement les 
formules générales la — Ilb pour la formation de la fonction f{^). 

Exemple 1 . Soient données 

b h h 

^=\f(y)dyy (^=\yf{y)dyy a^=ly^f(t/)dtj 
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On demande les valeurs limites de Tiiitégrale 



X 



X étant un nombre donné entre et 6, 

Cet exemple se rapporte au premier cas, le nombre de données 
étant impair et n :^ 1 j a ;= 0. 

Posant 

on aura, diaprés la définition de ces fonctions 

b b 



on 

D'après le tliéorème 7 ch. I sur la distribution des racines des 

équations 

on aura 

ce qu'on peut d'ailleurs vérifier directement. Donc Uj^ (.t) et F| (x) 
sont de même signe quand 

et de signes diflférents quand 
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«p(*): 



Sans les cas I) et 2) on a, pour âéterminer la fonction f(g), la 
formule la 

xU.ix), {x—h)r,{x) 
ou, ce qui est plus simple, en posant 



la formule 






e*ést à dire 

d'ofi il vient 



f{z){g — x) iz — w,)ik=0 , , . , .(et) 



Og — (X "H œ^)OL^-ê-XXi O^:^ 



X, 



i^x — ag 



n^ — (ii 



D'après la remarque sur la distributioii des racines de l'équation 
<f{s) =: Oj nous aurons dans le 1) cas 



o<*<fe!<?<^^<& 



&«o^ «i **i 



et dans le 2) 



o<».<fef^<^<.^<^- 



Diaprés cela, on aura, par les formules (M) et (m) du «** 1 3 , 
1) Pour ^<. )^^'Z^^ , ^1 étant >it; 

a? 
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2) Pour a: > ^, a;, étant < x 



oii 



X 



fi 

II 



9 



Donc 



iî>(: 



^ (gi) _^ iJ^) __ Ka; — at)^ 



ce qui donne 



m 



ttg 



S)pouriï>^ 



Oo^' 



ïï^4''''""=' 
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Dans le 3) cas, quand 

ba^— «1 ^ cil 

on aura, diaprés la formule Ib^ 

9 (;Sf) = £f (j^ — X) (b 6) 

et d'après les formules (M) et {m) 










h 

H^) =\ fkn) 9 fe* — 6) £iy -= «a— &«, 


b 

+ (0) = f ^)(y — »)(y — *)% = «a— (^ ■+- »)«!-»- ^ïWo 

^'(o)^bsB, <p'(a;) =:»(« — 6), 
Donc 



on aura 







Désignant par 

h 
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la masse de la droite OC de longueur b, par 












la distance de son centre de gravité du point 0, 


et 


par 






1t=\{3—dff{z)dz 
le moment d'inertie par rapport au centre de gravité, qoos aurons 

et les formules précédentes donnent pour les valeurs limites de la 
masse d'un segment donné de la droite les résultats suivants: 

l)poura;<d-^j5^ 






9 



2)poura;>rf-i-^ 







^)¥^^à-^)<^<^^h 





(Voir Tchébicheff Sur les yaleurs limites des intégrales- Jour, 
de math. 1874). 
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Exemple 2. Soient données 

b b 



<to=\f(y)^y7 'h=\yf(y)^> <^a=\y-fQ/)<it/, 



c 

4 



^=Wfiy)dy. 



On demande les valeurs limites de 






fiy)dy. 



Cet exemple se rapporte au second cas, 

|i.= 2n — 1, n = 2. 

Commençons à calculer 92 (-8^), W^{z). 
Posant 

on a par définition 

5 h 



[f{z){z—z,){z — z^)dz = 0,Um^^ 



ou 
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Posant 



TF|(#) = ^ — Cl, 



an a 






f(z)iz — aUz-h){s-%,)dz=:0, 



d'où 



%i 



«1 — (a -*- 1) Oj-H afta, 



Oj — (a -•- 6) àj-*- alf>Q 

D'apréB le théorème 8 du ch. I, nous aurons 
o<«i<C<«,<6. 

Les quantités 9j{a;) et W^ix) sont de môme signe quand 
1) a<3i<ir<Ç,<ffj<6 ou 2) a <?i<?;i<«j<!C<6 
et de sipes contraires quand 
8) a < a; < e^K %,< «,< 6 ou 4) a < ^^< ^<x< n^< 6. 

Dana les cas 1) et 2), la fonction 7(2) est donnée par la formule 

<p,(a!), {ï-ô)îr,(a;) 
Mais il est plus simple de poser 

9(«) = (* — o)(«— a;){« — aîO» 
et de déterminer la racine x^ par l'équation de condition (y) 
tf 
\m (« - a) (« — X) {» — ^,) d« = 0, 



9(^) = (« — o) 



P 
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ou 



ce qui donne 



X: 



ttg — (a -+- x) 02 -H ««aj 

1 02"^ (^ "+" *) ^i"*" ^^'^ 



■ {u) 



D'après la remarque sur la distribution des racines deréqnntioii 
ç(^) = 0, nous savons que Tintervalle entre les deux racines 
(^ij^j) de 92(^2?) comprend une et une seule racine de cp(z| et que la 
même chose à lieu pour l'intervalle entre les deux racines (bj- b\ de 
la fonction (z — 6) W^ (^). Donc, dans le 1) cas, on aura 

1) a<i8ri<a5<Çj<^2<^ir.<&, par conséquent .'^>,/ 

et dans le 2) 

2)a<e^<x^<^^<z^<x<b, „ „ tr^a. 

Cela posé, les formules (M) et (m) donnent 



X 






a 



fc)^ s.*M 



pour»,<a:<Ç, 



(1) 






X 

a 

pour g^<i x<h 



(2) 



lu 
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où ^ (^) B6 détermine par la formule x 






qui donne 



a 

^ (aïj) = ttg — (a -^ x) tjL^-%- axoL^ 

et x^ est donné par la formule (t^). 

En substituant dans les formules précédentes^ on ftura 

l)pour ^,<j:<ï, 



2) pour J2<i^ <i 






Jft.)&gs- --i°-;;i-i-;:,' 
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Dans les cas 3) et 4) la fonction 9(0) est donnée |i»r la formule 



,f{g) = {e — b) 



00 



avec l'équation de condition 



G 



f(z){z — h){z — x){z — x^)dz = U, 



«3 — (b -+- x) Oj-*- hxoLi 



qui donne 

*^^ 0.2 — [h -+- x) aj-i- hxot^ * 

On voit, comme ci-dessus, que dans le cas 3) 
a < rr < £fj< Çi< a;i< ^2< 6, par conséquent x^> x 
et dans le 4) 

Donc, 

pour a < a; < ;8?i 



■(î)) 



X 



(3) 



et 



a, 
9'(«,)=J' 



pourÇ,<x<^, 

10» 



(4) 
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n»)=jm'^^Ep^^dt, 



^ (6) = «j— (.r -t- X,) «1-1- a!nr,ao 
<Ii (ar) = a,— (6 -t- a;,) a, -*- Ja?,ao 
iji (a;,)= otj — (6 -I- ar) ftjH- feaatp 

et ii'i est donné par la formule (vi). 

En substituant dans les formules précédentes, il vient 

3) pour a < a; < », 

4) pour Ç^<x<j^g 

(^^^ fc) (^^_ ^) =j r t^) ^^ ^ '^i — (t - ^) (î* - «i 



^g|°b 



En substituant dans les formules correspondantes les valeurs de 
rcj , données par les formules (q) et (t)), on a définitivement les ré- 
sultats suivants: 

1) Pour 

^1 étant la plus petite racine de Téquation 
1« minimum de 



H 

J 



r(^)rf« 
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est égal à 

{x — a) [a* (a^a; — aj) — 2a {a^x — a,) -#- «j»— Og] ' 

le maximum de la même intégrale est égal à 

(tt2-(a^g)tt|H-aa»o)a ^ 

2) Pour i3^<,x<.b, ^2 étant la plus grande raciu^^ île fÂ-)* 
le minimum de Tintégrale 

X 



!' 



i 
est égal à 

(tto«2— «1^ «^— («o«t— «i<^2) g ■*- (gjtts"- «2^) 

(» — a) [aj* («1— aoo) — 2aj («g— a^a) -♦- «j— o^a f 

et le maximum est a^. 

3) Pour a<a;<^i le minimum est 0, et le maximum oatijgalà 

(«0«2- « if ^- («0«»- «1«») ^ -*- (Q^i«8- 0^2^) . 

(6 — a;) [«* (boo— «i) — 2aî (6ai— a^) -h ftaj— aj] 

4) Pour ^z-ffl-*-^^-^^* <x<js.h minimum do 



!' 



a 

est égal à 

(a2— (5-t-a;)tt|-HftxgQ)^ ^ ^ 

[^«0*— «i)— 26(ai«— «2)^2*— «al [«^^oio— «iH2«(&«i— «aH^&ct^ - «si 

et le maximum à 

(gQtta— «i^) a?^— («Qttu— «i«2) g -^ «i gg— «2^ 
(6 — X) P)2 (ai— o^a?) — 2b (a,— ai«) -♦- «g— «2^) ' 
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Exemple 3. 

Etant données 






on demande le maximum et le minimum de l'intégrale 

X 

jf(y)dy. 



Il est évident que, pour & = oo, on aura V^(z) = <f^{z), car 
réquation 

b 



se réduit dauB ce cas à 



j 



mV„{z)O^_^{0)dz=:O 



qui sert du définition à la fonction <p„(«). 

Âr[)li(iLiEint les formules générales à notre exemple, nous aurons 
] ) pour U^{x) et 9j(a;) de même signe 






OU' 



<f(e) = G{z—x)ig — x{){e — x^ 
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avec les conditions 






'){z — x^){js — x^dz=^0 . . . p . . > {a) 







• Ol 





qui donnent, en posant 

. Xi-t-x^=p, XjX^=g, 
les deux équations 

(«liC — Oj)!? — (a^a; — «i) 2 = *a* — «8 



Ces équations étant résolues par rapport %piiq, donueiit réi[iia- 
tion suivante, dont les racines sont x^ et x^ 



rri = [(<V — *i) («2^ — a») — («i^; - Oj)'] Jî' 

-H (ojo;— a2)(a,a;— aj— (Oj^— a,)2=0 [■>{) 

2) pour (TgCiB) et 9,(2;) de signes différents, on aura 



ou 



avec la condition 






){B-We = 
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c'est à dire 
d'où il suit 

Les fonctions %iz) et ÎJ^C^) s'expriment comme il suit: 
% i^) = Ktti— ff i") ^'— («oOs— «1*2) ^ -*- OiOs— «2" 

Désignant par z^ , z.^ les racines de cpg (jgr) et a^ y^ , y^ ^^^^^ ^® 
1/2(^)5 nous savons qn^n aura 

Les nombres <p^(^), £^3(0;) sont de môme signe dans les trois 
cas suivants 

P lorsque 0<a;<^, 

" 3^ . y2<^ 

et de signes différents 

4** lorsque e^<x<iy^ 

5*' . -8^2<«<y2- 

Supposant Xi<x.^, nous aurons nécessairement, d'après ce que 
nous savons sur ta distribution des racines des équations 

?,(^)=0, U,{z) = 0, 9(^) = 0, 
dans le cas P 



et par conséquent 

X 

o<Jrw*£ta, 
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où 

^(^) = I A^) (« — ^i) (^ — ^2) ^^ = «a— (^1-^ ^2) ^i^ ^i^#^^ 



Xiy X2 désignant les racines de Téquation (y). 
Dans le cas 2^ nous aurons 

<x^<z^<yi<x<z^<x^<y^ 

et par conséquent 



X 



OÙ 

«1» (^1) = «5— (^ -»- ^a) «1-^ ^^3«o 
9' (ai) = (^1— x) (2Pi— ^î). 
Dans le cas 3<* on aura 

<»,<a;i<y,<-?8<a!j<y,<a; 
et par conséquent 

X 

<P(«i) 9(«î)=J'**^ y= 


OÙ 

«l* («a) = «2— (^ -^ «1) a, -*• aîa:i«o 
<p'(a;j) = (ir2— aj)(a;,— «,) 

Dans le cas 4** on aura 

<-ef,<a; <y,< ^ra< g,<yj 
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et par conséquent 



* ^"' < r^/ \ j ^'i> (0) 'i> 






9ll 

+ (o) = Oj— (« -♦- El) «1-»- «ÊiOo 

t]< (3!)= a,— a,Ç, , 9 (a;) = aj (a; — E,) 
II 

'I Œj— ai»' 

Enfin dans le cas 5® on aura 
et par conséquent 

X 


«fi 

16, 6>ir ïe^ ca5 où x annule une des fonctions 

9M ï^n-x(4 u^i^), rjz). 

Dans les cas où la limite supérieure de Tintégrale proposée 






f{z)Q{g)dz 



annule l'une des fonctions 
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les formules générales se simplifient et la différence entre les deux 
concentrations dans les deux cas du problème cesse d'exister. Exa- 
minons par exemple le cas où 9^(0;) = 0, c'est à dire le cas où x 
est une des racines du dénominateur de la n"^* réduite dans le déve- 
loppement de l'intégrale 

h 

Çmày 

a 







en fraction continue et supposons que le nombre de données mH pair. 
Les expressions' de (f{z) correspondant aux deux concentrations 
de ce cas, se réduisent à 

l)'(p(^) = (^_a)9^(^) ou 2)9(^) = (^ — 6)9^(^). 

Les racines de l'équation 9 (^) = seront respectivement 

l)a<^i<^2<. ••<^n 
ou 

^ij ^2» • • -^n ^**^* ^^^ racines de <p{z). 
En faisant 

on aura pour x = Zf^j 



]' 



Or 

h h 
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b 



iJ5) — {f(y) (y-«)'Pn(y) dv 

f'i'i) J '^^ (y - *<)(*<-a) 9«' (*<)"«' 



a 
b 



— f /-f ifi [(y - ■^<) -*- (*«- «)] <Pn (y) j„ 



a 






i^ar 







^«)9„(y)<^ = o. 



Donc, on aura 



1 -^ l 

a 

En faisant 

2)(pW = (^ — 6)9j^) 

on verra de la même manière que 

* (n) — ^^n (*<) 

9'W ~ 9n'(»t) 

et la seconde concentration donnera par conséquent les mêmes valeurs 
limitas de l'intégrale 



a 

que nous avons obtenues ci-dessus. 
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Examinons plus près le cas où, <f^{x) étant égale à zéro, on n 
encore Q{z)^=il. 

Les inégalités (1) donnent alors 



ï^^w^^iîî^ *^) 

1 •^ 1 



A l'aide de ces formules, on peut aisément tirer les inégalités 
donnant les valeurs limites des intégrales 



h #/ 

\f{z)dz et \ fie) de. 



En effet, observant que 



2 

on obtient 



n 



(#-ir^9n'(»<)" 

1 



V 



En combinant cette égalité avec les inégalités (2)^ on trouvé 

h 



fw*22lj^ <3) 



[f{z)dz<y^ 

•^ f=3fe 



^ (1) 



Digitized by 



r 

Googl^ 

i 



158 



En échangeant gj^ par z^^ {^i>^i^ da^s les inégalités (2), on ob- 



tient 



/«'""si;^ <s) ■ 

a 

/wW|,^g • <«) 



Retranchant l'intégrale 



\az)dz 



et faisant usage des inégalités (2), il vient enfin 









'* 

H 



f=2— 1 






n 



(7) 



Les formules (7) ont été données par M. Tchébicheff dans son 
mémoire inséré dans le J. de math. 1874. 

17, Nouvelle forme des résultats définitifs dans le cas général. 

M. Tchébicheff à donné récemment dans les mémoires deTAc. 
de St. Pétersbourg 1885 (en russe), sous une forme très élégante, 
les résultets de ses propres recherches sur la question que nous 
arong traité dans les paragraphes précédents, en se bornant au cas de 
Û(^)=?l; mais comme la solution du problème dépend essentiel- 
lement de la formation de la fraction ^., et non pas de la forme de 

la fonction Q(z)y les résultats de Tillustre auteur s'appliquent aussi 
au cas général. 
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La forme, sous laquelle se présentent les formules donnant les 
maxima et minima de l'intégrale 






Q{z]fiz)dz 



dans le mémoire de M. Tchébicheff, diffère de celle que nous avons 

présenté dans le n^ 13, en ce que la fraction ~|^|, qui figure dans ces 

formules, s'exprime en fonction des éléments qui peuvent ôtre immé- 
diatement calculés en décomposant en fraction continue la partie 
connue 

7 ^^^2 ^^' • "^^ gin Il; 

ou 






du développement de l'intégrale 

(fiy)dy 



f 



t-y 



en série. 

Dans le cas d'un nombre pair 2n de données, on calcule tous les 
éléments des formules définitives en calculant les dénominateurs des 
réduites des rangs n et n— 1, (f^{js) et 9„_i(^), dans le dévelop- 
pement de l'expression (1) en fraction continue de la forme 



a, e-*-b^ 



' r 



aj ir H- &2 - 



«« jff -►-&« — . 



«n'-^Z'n— • 



Dans le cas d'un nombre impair (2n -+- 1) de données on doit 
calculer encore le coefficient a^_^^ dans le développement de l'ex- 
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pression (2) en fraction continue de la môme forme. Nous allons 
montrer cûmtneiit les résultats obtenus au n^ 13 peuvent être trans- 
formés dans la forme de M. Tchébicheff. 

Nous avons vu aux nn^ 10 et 11 du ch. I comment s'expriment 
les fonctions W^_^ (e), U^ {js\ V^ (e) par les nouveaux éléments 9^ (à), 
9n—i^^^ ^^ ^n-Hi- ^ s'agit maintenant d'exprimer les fonctions 9(£f) 
et 4" {^)i daîis 1^8 quatre cas que nous avons à distinguer dans notre 
probK^me, par les mêmes éléments. 

Bans le premier cas, le nombre de données étant impair 
(fjL H- 1 = 2w-^ 1) et Y^Ê. étant positive ou, d'après la formule (20) 
du ch> Ij 

^ ( yn~i (g) _ 9n~i (g) \ _ ^ 
a — xX 9n(«) yn(^) < **"* ' (0\ 

1 ( 9n~iW 9n^i(^) \ ^ ^^^ 

étant positive, la fonction entière <p(^), de degré n-+- 1, est définie 
par les conditions 

b 



On satisfait évidemment à la seconde en faisant 
9(^) = 9n^i(^)-»-C>j£r) 

C étant une constante arbitraire, c'est à dire 

OU, désignant la constante arbitraire C-^b^^^ par A, 

9 («) = («n^i ^ -+- ^) în W - 9n-i W- 

La condition 9 (a?) = donne ensuite 
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Donc, dans ee cas 

OU, posant pour abréger 

Z = a^,iz-x)^?^ (4) 

on aura 

Partant 






V 



— <Pn— i (y) — yy, (^) • -^ -^ <Pn--i W 



y-' 



dy, 



en désignant par Y le résultat de la substitution z = y dans Z. La 
formule précédente peut s'écrire 






a 



-!' 



, q>w— i(y) — 'Pn-i(^). 



/•(y) '^"-^";ir-^^^^ ^y 



Or, ^^ étant une constante, on a 






11 
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donc 

diaprés la formule (S) du ci. I. 

Ainsi, dans notre cas, nous aurons 

Diana le second cas, le nombre de données étant le môme, mais 
h fraction (3) négati^e^ la fonction entière 9 (z) de degré n -4- 2 est 
définie par les conditions 

9(a) = 0, 9(«^) = 0, 9(^) = 
b 

a 

On satisfaira évidemment à la dernière, de la manière lapins gé- 
nérale, en posant - 

9 {^) = [9n (^) (^n-i-1 ^"*-^)— ?n-i W] (^'^(^'^^(f^ (^) • • (5) 

Aj B^ G étant des constantes arbitraires; en effet, on peut écrire 
au lieu de (5) 

9 (^)=?n^i(^) {^-i-G}^B<f^ (^)H-(^_6^_^ J (^-4-(7) 9 J^) 

et sous cette forme, la propriété énoncée de 9 (z) devient évidente. 
En posant pour abréjjer 



on aura 



9(^) = 9n(^)^i— 9n-i(^)^2 
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Partant 



a 
h 



y — -er 

a 
5 



a 

OU, observant que 



^l"~^l û+ ^2— "^S 



et 



sont des fonctions entières de y de degré 1 et 0, 

d'après la formule (8) du ch. I. 
Donc, dans ce cas 

OÙ 



Les constantes A, J?, (7 se déterminent au moyen des équations 
9(a) = 0, (p(6) = 0,>(^) = 0. 

Substituant £? = a; dans la formule (5) et annulant le résultat^ 
on aura 

11* 
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a*où 

et 

— 9n-l(^)(^"*-^• 
Le3 conditions 9 (a) = 0, 9(6) = 0, donnent ensuite 

où 

= —1- ryn~iW_yn~i(^)l g /g) 

-, _ __L_ r 9n-i W _ 9n~i (^H ^ /7\ 

Pô— 5-a;L 9nW ^n(«) J ♦^"^^ ^^ 

Donc 

P6 — Pa 

♦*-*-! ^ ^ P6 — Po 9n(«) 

_ (ft — a) pQpfe (pfr (& - a;) — Pq (a — a?)) (g) 

(?6 — Po)^ * -^ («Pa- ^P6) (P6 — Pa) 

Ainsi, dans le cas d'un nombre impair de données ((x-4-1 =2n -h 1), 
la fraction ^ est donnée par la formule 

9(^) 9nW^-9n-i W ^^ 

OÙ 2 s'exprime par la formule (4) ou par la formule (8), selon que 
la fraction 

1 r 9n-i W 9n-i i^) ! _^ 
9a «. o — a;L <PnW 9n(^) J ^-^* (0\ 

P6 _L_ r ^n^iW __ 9n~i(^n _ ^ ^^' 

b— «L 9n(&) 9n(aJ) J **"*-* 

est positive où négative. 
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Dans le cas d'un nombre pair (fx -h 1 = 2n) de données, la 
fonction entière (f{z) de degré w-*-l, se détermine, comme nous 
avons vu, par les conditions 

h 
a 

et 

c) <p(a) = ou 9(6)==0 

selon que la fraction 

9n («) 9n— 1 (^) _ 9n-i(g) 

9nW 9n(o) 

(d'après la formule (1 7) du ch. I) est positive où négative, ou ce qui 
revient au môme, selon que 

a — «L 9n(«) 9n(«) J ^ — « L 9nW 9n(«) J 

car 

9n-i(&) 9n-~i(g) ^A 
9nW 9n(a) ^ 

?^,^^^ étant >0 et ?rf^<0, 

9nW 9nW ' 

comme il suit de ce que dans la fraction continue 



, 1 



tous les nombres c^ sont > 0. 
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On satisfaira à la condition a) en posant 

A dB étant des constantes. 

En les déterminant d'après les conditions 



l)ç(ir) = et <i>(a) = 0, 



ou 



2)(p(a;)=0 et 9(6) =0 
on obtient 

où 

dans le premier cas et 

dans le second. 

Observant que, pour 

Z étant linéaire par rapport à ^, on a aussi 

nous pouvons dire que, dans le cas d'un nombre pair (jt -fr- 1 = 2h) 
de données, la fraction ^, se détermine aussi par la formule 

OÙ 

z=Y(.-x)^?^ (10) 
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Y étant la plus grande des deux quantités 

o — a;L 9n(a) 9n(^) J b - a; L 9ii0) fn(«) J' 

Observant encore que les formules (M) et (m) du nMS^ en in- 
troduisant la notation des résidus de Cauchy, peuvent être écrites 
de la manière suivante 

ce 

^^Jû(^)< A^)û(.)rf.<^^^^;û(^ (il) 

a— w ^ a— « 

a 

(ù désignant une quantité infiniment petite positive, nous pouvons 
dire que les valeurs limites de l'intégrale 






f{0)a{z)dz 



û (z) désignant une fonction finie et continue entre les limites « et 6 
et assujétie aux restrictions, mentionnées au cmiuneneement de ce 
chapitre, sont données par les formules (11), où 

9W 9mW^— 9n— iW 



Oi «-4-5] 



ao2 -^- ho — . 



, 1 

«n « '^- K — ^ 



la fonction Z ayant Tune des formes (4), (8) et (10) dans les diffé- 
rents cas que présente le problême et 



ai* H- 5j— 



a2Z - 



u^s-^-h^ 
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désignant la fraction continue, arrêtée au quotient incomplet de rang 
n, que donne le développement de l'expression 

18. Qtidgues questions des maxima et minima qui se ramè- 
nent à la question précédente. 

1) Soit f(y) une fonction inconnue de y, constamment crois- 
sante entre les limites et 1, c'est à dire telle que f(if) ne soit ja- 
mais négative entre ces limites. Etant données les valeurs 



il 1 

^=\f(y)àyy s^=\yfiy)dyj s^=ii/'f(ff)dy 



et la valeur initiale f{0) de la fonction, on demande de trouver le 
maximum et minimum de la valeur f(x)^ x étant une quantité don- 
née entre et !• 

(Nous avons supposé les limites des intégrales données égales à 
et 1 y pour plus de simplicité; or, il est évident qu'on peut ramener 
le cas général, où les limites sont quelconques^ à ce cas particulier.) 

Observons, en premier lieu, qu'à l'aide de l'intégration par par- 
ties, les données du problême donnent le moyen de calculer les inté- 
grales Oq , ocj , s^y • • . a^ , en désignant 

1 

^i=\y\i—y)riy)d!f. 



En effet 



i 





l 1 
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Or 

X 



Donc, la question revient à la recherche des valeurs limites de 
l'intégrale 

X 

^fiy)dy 



les quantités ao , «i , . . . a,x étant données. En posant 

(l-y)r(y) = «(2/), 

(ù iy) restant positive entre les limites et 1, on aura à rechercher 
les valeurs limites de l'intégrale 

X 



les intégrales 

1 1 1 . 

rf^Q=\(ù[y)dy, (i^=\yi^{y)dy,. . .(i^=\^(ii{y)dy 



étant données. 

Cette question est résolue par les formules du vP 13, en y posant 



û(^) = r^,, 



les restrictions imposées sur Q(z) étant évidemment remplies. 

Dans le cas de a; = 1, la question est résolue par les inégalités 
I— IVdun^S. 
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Pour n = 2n — 1 , l'in^alité I donne 

1 

^ étant la n""* réduite dans le développement de 



/•- 



1 



ou de 

en fraction continue. 

L'inégalité II fait voir ensuite que. le maximum de /*(!) est co, 
Qjir 0(1) := cxD et 1 est racine de l'équation 

La formule III du w^ 8 donnera le minimum de f (1) pour iii= 2n 
et la formule IV fait voir que le maximum de f (1) est infini. 

2) Soit f(y) une fonction inconnue de y constamment décrois- 
sante entre les limites et 1 de la variable, c'est à dire telle que 
f(if) ne soit jamais positive entre ces limites. 

Etant données la valeur f{l) et les valeurs des intégrales 

i 1 



1 



<^.k=jr'*'*mày, 





1 
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m et k désignant deux nombres positifs, on demande le maximum et 
minimum de f{x), x étant un nombre donné entre et L 

Les données du problême donnent, à Taide de rintégration par 
parties, le moyen de calculer les intégrales 



en désignant 



En effet 



i' ^m-t-A-t-P • • • ^m-f-jjJfe-i-i 



1 



H'- 





1 



,W-»-t*-f-l 



r (»■>#• 



-«-1=] y 



m-t-ik-i-i 



fiM)^y 



Or 



= f{\) — {m-+-ik-t-\)A 



m-t-ik ' 



m=f{\)^jriy)dy 

et la question se réduit à trouver les valeurs limites de l'intégrale 

X 

jf{y)dy, 
1 

les quantités œ^^^ , a^^,_^, . . . «^^^i.^^ étant données. 
Posant 

/= 1 — u 
nous aurons 



m-*-i-#-iA 



=/. 



mn-i-^-ik n 
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Ëa posant 

h 



-Ui-uf^' 'r(iï-u)^)=/j{«), 



(ti) restant positive entre les limites et 1 de la variable et 

déâigûaut encore 



on aiira 

La même substitution donne 

m tij 



ilxi 






0-«) * 



w^= 1 — -3;^ 

Observons encore que, connaissant les quantités %f%^> ^ ^^^^ 
nous pouvons calculer les intégrales 

î 
pour i==0^ 1, 2, . . . iJLj d'après la formule 
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et la question proposée se réduit à la recherche des valeuis limitas 
de l'intégrale 

(i-ti) * 



les quantités ao, a^, . . . a^ étant données, question qu'on sait ré* 
soudre, observant que la fonction 



0(w) = 



m -M 

(1-u) * 

remplit évidemment les réstrictions nécessaires pour pomoir fiiijilj- 
quer les formules des w^ 8 et 13. 
Exemple. Soient données 

1 1 

b 

et /*(!); on demande le maximum et minimum de f{x)y M < .^ < l, 
On aura ici 

(73= /•(!)- 3^3, tJ,= f{\) — hA, 

ao=34 — Al), 0L,= %A,— hA,. 
Supposons en premier lieu a; = 0. On aura 

1 



La formule I du n" 8 donnera 

AO)?Ai)H-^;— î-^ 
' ^'l^ (1 - ;pj)ï 



Digitized by VjOOQIC 



<>'- -Xi'vi^-^^ 



— 174 



oft 



Donc 



Zy- 



VC) 






> •'r 



*0 



AO)^Ai)-*- 



«0 



(V. Stieltyes. Bulletin astronomique 1884). 
Lo maximum de /"(O) est oo. 
Supposons en second lieu a; > et <^. 1 , 



J(l-«)5 


Wi= 1 0?. 

Les formules du «M 3 donneront 
l)pour«,>Ji, ^•<>/^ 

«t* (0) go««|— «1 «ti («i) Oj 



«n 



9'(0) ■ 



<p'(«i) «1 



«0««|— «I 



A^)èAi)- 
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2)Pour«,<^, ^>y'^ 

<ii{Uy) __ ao—ai 
(p'(M,) 1 — M, 
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-^^.t 







ERRATA. 






Tage8\ 


Lignes \ 


Au lieu de-. 




Jf<^fei: 




16 


16 


<în> «n-Hi 




c« 




— 


19 


Cn-4-i 




Cn 




87 


7 


c* 




^1 




88 


14 


9'W 




<(«) 




94 


22 


ajoutes le terme 




b*m5 




107 


4 


A<^^(a)^BW^_ 


.i(a) 


^9n(«)-(&-«)^n- 


-i(«) 
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